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0 -Ubersicht

Die bisher durchgefillhrten Arbeiten befaBten sich gem#f dem im
Procjektantrag vorgelegten Arbeitsprogramm im wesentlichen mit
den folgenden Themen: '

- (1) Zusammenstellung und Vergleich der verfiigbaren
Ansdtze zur Schitzung subjektiver Wahrscheinlich-

keiten;

(2) Untersuchung und Konkretisierung der Einsatzbedin-

gungen der Verfahren.

Zu (1): Bei der Bearbeitung des ersten Gebietes durch Literatur-
analyse wurde eine Anzahl von Ansdtzen zur Schdtzung subjektiver
Wahrscheinlichkeiten gefunden, deren Autoren offenbar chne Kennt-
nis voneinander arbeiteten. Die Fragestellung nach der Auswahl
eines dieser Verfahren fiir eine spezielle Problemstellung erfor-
dert deshalb zundchst einmal einen umfassenden Uberblick ilber
die vorhandenen Ansdtze und ihre Systematisierung nach problem-
relevanten Kriterien. In den meisten F&llen findet man weder bei
der Beschreibung und Vorstellung von Verfahren Hinweise auf de-
ren Uberlegenheit vor anderen,‘noch wird bei den anwendungsorien=-
. tierten Studien eine Begrindung fir die getroffene Wahl gegeben.
Lediglich bei Smi‘th1 und Winkler? finden sich erste, doch leider
noch bei weitem nicht erschipfende Ans&tze zu einem Vergleich.

Aus diesem Grunde wurde zundchst einmal eine systematische Zu-
ordnung der verschiedenen Ansdtze zu Gruppen vorgenommen, die
eine bessere Ubersicht gewdhrleistet und damit als Grundlage
flir den Vergleich dienen kann. Auf dieser Basis kann dann die
Erdrterung der einzelnen Methoden geschehen, wobei im Rahmen
dieses Berichtes nur die wesentlichen Merkmale der verschiede-
nen Ansdtze beschrieben werden. Einen etwas breiteren Raum

e

1 Vgl. Smith, L.H., Ranking Procedures and Subjective
Probability DN stributions, in: Management Science,
Vol. 34, 1867, S. B~236 -~ B-248, hier S. B~245 ff,

2_ Vgl. Winkler, R.L., The Assessment of Prior Distribu-
tiornz in Bayesian Analysis, in: Journal of the American
Staiistical Association, Vol. 62, 1967, S. 77G-8G0C,
hice S. 179 ff.
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nimmt lediglich die Darstellung eines von uns vorgeschla-
genen Verfahrens ein, bei dem die subjektiven Wahrschein-
lichkeiten auf der Grundlage eines Skalierungsmodells

bestimmt werden.

Zu (2): Das Problemfeld der Konkretisierung der Einsatz-
. bedingungen umfaft mehrere wichtige Aspekte. Zum einen
war zu kldren, welche der in der Literatur vorgestellten
Axiomensysteme zur Konstruktion subjektiver Wahrschein-
lichkeiten den Anforderungen an eine allgemeine Basis fir
die Verwendung subiektiver Wahrscheinlichkeiten bei ent-
scheidungsorientierten Problemstellungen entsprechen. Wei-
ter galt es zu untersuchen, inwieweit sich Unterschiede
in den Axiomensyétemen auf die Methoden zur Schdtzung von
subjektiven Wahrscheinlichkeiten auswirken, und ob eventu~-
ell einige Axiomensysteme die Wahl eines speziellen Schdtz-
verfahrens angebracht erscheinen lassen.

Im Zusammenhang mit der Struktur und Komplexit&t des Ent-
scheidungsproblems stellte sich die Frage, ob die Bedin-
gungen elner Entscheidungssituation einen Einfiuf auf die
Akzeptierbarkeit eines Axiomensystems ausilben, und wie
sich dieser auf die Anwendbarkeit bestimmter Verfahren
auswirkt. Ziel derartiger Betrachtungen ist es, festzu-
stellen, ob ein Verfahren allgemein oder nur bei speziel-

len Problemstellungen anwendbar ist.

Schlieflich galt es zu untersuchen, ob die Ergebnisse
einer Anwendung bei allen Verfahren tatsdchlich immer
ein quantitatives Wahrscheinlichkeitsmal ergeben.
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1 Einleitung

Es sind grundsdtzlich verschiedene Auffassungen zu einem
Aufbau der statistischen Wahrscheinlichkeitstheorie mbglichl’z.
Sieht man die Wahrscheinlichkeit als rein objektiv bestimmt
an und leugnet jeden subjektiven EinfluB, so ist deren An-
wendungsbereich im wesentlichen auf einige Gebiete der Na-
turwissenschaften beschrinkt. Vor allem viele Prcbleme der
Entscheidungstheorie lassen sich mit dieser engen Inter-
pretation nicht erfassen. Eine allgemeinere Konzeption will
deshalb auch subjektive Elemente bericksichtigen und den
Wahrscheinlichkeitsbegriff derartig formulieren, daB er
die Wahrscheinlichkeitstheorie fir eine Vielzahl von wis-
senschaftlichen Problemstellungen aus den verschiedensten

Bereichen erdffnet. Anwendungsgebiete sind unter anderem

3

im Bereich der Wettervorhersage®, bei der Vorhersage von

Barsenkursen“, im Gesundheitswesens‘ sowie im betrieblichen
Bereich bei der Produktionsplanungs, im Bereich der Investi-
tionen7 und vor allem bei der Beurteilung von Forschungs-

Vergleiche verschiedener Interpretationen und eine aus-
flhrliche Begrilindung fir die subjetivistische Auffassung
liefert Savage, L.J., The Foundations of Statistics, New
York 1954, S. 56 ff.

Eine ausfilhrliche Er8rterung verschiedener Ansatzpunkte

. einer Wahrscheinlichkeitstheorie findet sich auch bei
Fishburn, P.C., Decision and Value Theory, New York et
al. 1964, S. 131 ff.

Vgl. Sta¥l von Holstein, C.~A.S., Assessment and Evaluation
of Subjective Probability Distributions, Stockholm 1970,
S. 124-147; sowie Murphy, A.H., und R.L. Winkler, Subjec-
tive Probability Forecasting: Some Real World Experiments,
in: D. Wendt und C. Vlek (Eds.), Utility, Probability, and
Human Decision Making, Dordrecht, Boston 1875, S. 177-188.

Vgl. Sta¥l von Holstein, C.-A.S., Assessment and Evaluation
of Subjective Probability Distributions, a.a.0., S. 104-123;

Vgl. Stimson, D.H., Utility Measurement in Public Health
Decision Making, in: Management Science, Vol. 16, 1868,

S. B -17 - B-30.

Kidd, J.B., The Utilization of Subjective Probabilities in
Froduction Planning, in: C.A.J. Vlck, W.A. Wagenaar und

G. de Zeeuw (Eds.), Proceedings of the Second Research
Conference on Subjective Probability, in: Acta Psychologica
VOl. 3“, 1970, So 338-3470

Vgl. Slovic, P., Psychological Study of Human Judgment:

Implications for Investment Decision Making. in: Journal
Of Filla}iceg \-’Qla ?r/ T 1372 Y S- 7)9""]990

6
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und Entwicklungsvorhaben1 anzutreffen. Insofern wird also
die subjektive Wahrscheinlichkeitstheorie von ihren Ver-
tretern als Ubergeordneter Bereich aufgefafit, in dem die
klassischen, objektiv bestimmten Wahrscheinlichkeiten als
Spezialfall enthalten sindg Diese weit gefaBte Interpreta-
tion der Wahrscheinlichkeitstheorie bildet die Grundlage
fir die Ausfiihrungen im Rahmen dieser Arbeit.

Nachdem erste Uberlegungen Uber die Behandlung subjektiver
Elemente in der Wahrscheinlichkeitstheorie bereits im 18.
und 19. Jahrhundert unter anderem bei Bernoulli und Laplace
zu finden sind, begann die wesentliche Entwicklung einer
subjektiven Wahrscheinlichkeitstheorie erst mit den An-
sdtzen von Bonel3'und den etwas spiter erschienenen Arbei-
ten von Ramseyu und De Finettis. Ausgehend von den ent-
scheidungstheoretisch orientierten Uberlegungen Ramseys
gelang es Savage6 als erstem den subjektiven Wahrscheinlich-
keitsbegriff systematisch aufzubauen, indem er ein Axiomen-

Vgl. Brockhoff, K., Forschungsprojekte und Forschungs-
programme: ihre Bewertung und Auswahl, (zweite erweiterte
und gednderte Auflage von Forschungsplanung im Unterneh-
men), Wiesbaden 1973, S. 131 ff.

Eine Erdrterung verschiedener Einteilungskriterien bei
Unsicherheit liefert Schneider, wobei fiir ihn eine Situa-
tion mit vorhandenen objektiven Wahrscheinlichkeiten

(auf Grund der Mdglichkeit identischer Wiederholungen)

zu der Erwartung einer einzigen Zukunftslage und somit
praktisch zur Sicherheit fihrt, vgl. Schneider, D., In-
vestition und Finanzierung, (dritte, neubearbeitete
Auflage), Opladen 1974, S. 82.

Vgl. Borel, E., Apropos of a Treatise on Probability, in:
Revue philosophique, 1924, Ubersetzt und wiederabgedruckt
in: H.E. Kyburg und H.E. Smokler (FEds.), Studies in Sub-

jective Probability, New York et al. 1964, S. u45-60.

Vgi. Ramsey, F.P., Truth and Probability, in: R.B. Braith-
waite (Ed.), The Foundations of Mathematics and Other Lo-
gical Essays, London, New York 1931, S. 156~198; wieder-
abgedruckt in: H.E. Kyburg und H.E. Smokler (Eds.)},

Studies in Subjective Probability, New York et al. 1964,

S. 61-92.

Vgl. De Finetti, B., La prévision: ses lois logiques, ses
sources subjectives, in: Anales de 1'Institut Henri Poinca-
ré, Vol. 7, 1837, S. 1-68; lbersetzt und wiederabgedruckt
als "Foresight: Its Logical Laws, Its Subjective Sources",
in: H.E. Kyburg und H.E. Smokler (Eds.), Studies in Subjec-
tive Probability, New York et al. 1964, S. 93~158.

Vgl. Savapge, L.J., The Foundations of Statistics, a.a.0.
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system entwickelte, das eine Verbindung zwischen der Ent-
scheidungstheorie und der Wahrscheinlichkeitstheorie her-
stellt. Dieser Ansatz bildet den Ausgangspunkt oder zumin-
dest die Anregung fiir fast alle weiteren Arbeiten zur sub-
jektiven Wahrscheinlichkeitstheorie, von denen unter anderem
die Systeme von Suppes und Winetl, Davidson und Suppesz,
Suppes3 und von Fishburnu zu erwdhnen sind. Doch trotz aller
Erweiterungen und inzwischen viel diskutierter Mingel stellt
der Ansatz von Savage ",.. nach wie vor flir eine grofe Zahl
von Entscheidunigstheoretikern die in ihrem Aussagewert bis-
her unilbertroffene Entscheidungstheorie bei Ungewifheit

dar'."5

Ein Element des subjektiven Wahrscheinlichkeitsbegriffs ist
durch die Vorstellung von einem individuellen Vertrauens-
grad gegeben. Zusammen mit Regeln, die eine Konsistenz der
Bewertungen von Wahrscheinlichkeiten gewdhrleisten socllen,
bildet dieser Begriff die Grundlage fir die Anwerdung der
subjektiven Wahrscheinlichkeitstheorie. Ausgehend von dem
individuellen Vertrauensgrad kommt De Finetti zu der Aus-
sage, dal die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses keinen
eindeutig determinierten Wert zu haben braucht.6 Eine kon-
sistent handelnde Person bewertet die Wéhrscheinlichkeit des
Eintreffens eines Ereignisses auf der Grundlage der ihr zur
Verfligung stehenden Information. Die Wahrscheinlichkeits-
bewertung hdngt also von dem jeweiligen Informationsstand
des Urteilenden ab. Unterschiedliche Informationsgrundlagen

1 Vgl. Suppes, P. und M. Winet, An Axiomatization of
Utility Based on the Notation of Utility Differences, in:
Management Science, Vol. 1, 19855, S. 259-270.

Vgl. Davidson, D. und P. Suppes, A Finitistic Axiomatiza-
tion of Subjective Probability and Utility, in: Econome-
trica, Vol. 24, 1956, S. 264-275,

8 Vgl. Suppes, P., The Role of Subjective Probability and
Utility in Decision-Making, Proceedings of the Third
Berkelev Symposium on Mathematical Statistice and Proba-~
bility, 1854~18556, Vol. 5, 1956, §. 61-73.

* ¥gl. Fishburn, P.C., Preference-Based Definitions of
Subjective Probability, in: The Annals of Mathematical
Statistics, Vol. 38, 1967, &. 1605~1617.

> Gottinger, H.W., Grundlagen der Entscheidungstheorie
- Ansdtze und Kritik, Stuttgart 1374, 5. 84,

Vgl. Pe Finetti, a.a.0., S. 188 TI,
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fihren somit zu verschiedenen Wahrschelnllcnkeltsangaben.
Weiter kann die Neuaufnahme von Informatlonen zu elner
Verdnderung derﬁgéa;zéllung fﬁhren. Ein fornaler Mechanis-
mus, der d1e konsistente Verarbeztung neuer Daten gewdhr-
leistet, ist durch das Bayessche Theorem1 gegeben. Dieses
Theorem bietet die Mbgllchkelt, a priori Wahrscheinlich-
keiten auf Grund zusitzlicher Informationen in a posteriori

Wahrscheinlichkeiten umzuwandeln.

Die Ableitung der a prlorl Wahrschelnllchkelten auf der
Basis der vorhandenen Erfdhrung des Urtellenden ervweist
sich aber als eln fundamentales Problem. Wenn gewisse
Strukturaxiome erfiillt sind, entscheidet sich ein rational
Handelnder unter Berzck51cht1gung einer a priori Verteilung
i{ber die Naturzustdnde. Bendtigt wird aber ein Verfahren,
un die a priori Verteilung auszuw&h;en, die seiner a priori
Information am besten entsprlcht.2 Zu diesem Zweck wurden
in der Literatur bisher verschiedene Methoden vorgeschla-
gen, die allerdings auf Grund ihrer unterschiedlicheﬁ, die
Inforﬁdtidnsverarbeitung betreffenden Voraussetzungen
nicht zu gleichen Ergebnissen fithren milszen. Da kein Ansatz
bisher als den anderen eindeutig tlberlegen angesehen wird,
liegt schon in der Auswahl des Schétzverfahrens ein Problem.

Zu einer Beurteilung der einzelnen Verfahren erscheint es
uns sinnvoll, zundchst eimnmal die wesentlichen Verfahren
vorzustellen, sie nach ipren speziellen Eigenarten zu
untersuchen und auf dieser Basis erste Vergleiche vorzu-

nehmen.

Eine Darstellung des Theorems und einige Anwendungs-
beispicle dazu findet man u.a. bei: Lindgren, B.VW.,
Statistical Theory. Second Edition, London 1968,

S. 234 ff.

Vgl. Suppes P.; The Role of Subjective Probability and
Utility in Decision Making, a.a.0., S. 72.
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2. Verfahren zur Ermittlung von subjektiven Wahrscheinlichkeiten

2.1. Allgemeine Bemerkungen und systematische Einordnung

der Verfahren

Im Zusammernhang mit den Problemen bei der Ableitung von subjek-
tiven Wahrscheinlichkeiten sind zwei Problemfelder zu unterschei-
den, von denen ein Einfluf auf die zu ermittelnden Werte ausgeht.
Neben den Schwierigkeiten, die bei der Ermittlung der pers®nlich
‘empfundenen Bewertung eines Uprteilenden auftreten, sind Faktoren
zu beachten, die eine Abweichung zwischen den empfundenen und

den jeweils geduBerten Bewertungen bewirkep.1 Zur Vermeidung der-

artiger Abweichungen wird die Verwendung von Bewertungsfunktionen
) VoL D€ chigelUnitic

(scoring rules) vorgeschlagen®. Das sind Funktionen, die unter

Bérﬁcksichtigung der angegebenen Wahrscheinlichkeitsverteilung
und des tats&chlich eingetroffenen Ereignisses eine Punktzahl
bilden.3 Auf diese Weise soll der Urteilende veranla®t werden,
méglichst "gute" (mit seiner Nutzenfunktion positiv verkniipfte)
" Schdtzungen abzugeben.u Auf die zu diesem Gebiet zu z&hlenden
Probleme scll zundchst nicht n&her eingegangen werden. Flir die
- im Rahmen dieser Arbeit erérterte Ableitung von Wahrscheinlich-
keiten sei davon ausgegangen, da8 kein AnlaR besteht, zwischen
empfundenen und angegebenen Bewertungen zu unterscheiden.

1 Vgl. Brockhoff, K., On Determining Relative Values, in:

Zeitschrift fUr Operations Research, Bd. 16, 1972, S. 221~
232, hier S. 221 f.; wiederabgedruckt in: R.L. Ackoff (Ed.),
Systems and Management Annual 1974, New York 1974, S. k59~
4703 im folgenden zitiert nach der ersten Verdffentlichung.

Vgl. Murphy, A.H. und R.L. Winkler, Scoring Rules in Proba~
bility Assessment and Evaluation, in: C. Vliek, W.A., Wagenaar,
G. de Zeeuw (Eds.), Proceedings of the Second Research Con-
ference on Subjective Probability, in: Acta Psychologica,
Vol. 3%, 1970, S. 273-286. Eine mehr theoretisch orientierte
Abhandlung bietet: Savage, L.J., Elicitations of Personal
Probabilities and Expectations, in: Journal of the American
Statistical Association, Vol. 66, 1971, S. 783-801.

Vgl. Sta&l von Holstein, C.-A.S., Measuremwent of Subjective
Probability, in: C. Vlek, W.A. Wagenaar, 6. de Zeeuw (Eds.),
Proceedings of the Second Research Conference on Subjective
Probability. in : Acta Psyvchologica, Vol. 34, 1970,

S. 146-15¢9.

Vgl. Hogarth, R.M., Cognitive Processes and the Assessment
of Subjective Prebability Distributions, in: Journal of the
American Statistical Asscociation, Vol. 70, 1975, S. 271-~289,
hier S. 280.
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Betrachtet werden im folgenden somit Verfahren, die eine
~vorhandene a priori Information des Urteilenden zuAahprlorl
Wahrschelnllchke ten umformen. Die unterschiedlichen Ansatz-
punkte der einzelnen Verfahren lassen eine Systematisierung
als Ausgangspunkt fiir die weitere Untersuchung sinnvoll er-
scheinen (vgl. Abb. 1). Dazu verwenden Spetzler und Staél
von Holstein das Kriterium "direkt-indierekt",1 wobel die
Verfahren als direkt bezeichnet werden, bei denen der Urteéi-
lende einen Zusammenhang zwischen seinen Angaben und der
daraus resultierenden Verteilung erkennen kann. Bei den in-
direkten Verfahren kann ein derartlger Zusammenhang in der
Regel nicht unterstellt werden. Eine Unterscheidung zwischen
einer Punktschdtzung und der Schdtzung einer Verteilung wird
von Hampton et al.2 vorgenommen, wobei die Beurteilung von
vielen m&glichen Werten einer unsicheren GrbRe als Schétzung
einer Verteilung bezeichnet wird.3 Beide Einteilungen un-
terliegen der Kritik, daB sich bei ihrer Anwendung erhebli-
che Abgrenzungsprobleme ergeben. Da sie auferdem nur eine
grobe Einteilung der Verfahren erm&glichen, wurden weitete
Unterscheidungskriterien herangezogen. Die gewdhlten Merk-
male betreffen die Art der dem Urteilenden bei der Abgale
seiner Bewertungen gewdhrten Unterstitzung.

Ausgehend von der Einteilung in direkte und indirekte las-
sen sich die Verfahren nach folgenden Kriterien klassifizieren:

(1) Direkte Verfahren:

- ohne Unterstlitzung: einfache direkte Befragung;

- grafische Unterstiitzung durch Vorgabe von Kurven-
verldufen der Dichtefunktiony

- Unterstiitzung durch gezielte Befragung;

- Unterstitzung durch a priori~Annahmen {lter die
Art der Verteilung.

— ———

Vgl. Spetzler, C.S. und C.-A.S., Sta¥l von Holstein,
Probabil: y Encoding in Decision Analysis, in: Management
Science, Vol. 22, 1975, S. 340-358, hier S. 348, Dieses
Unterscheidungskriterium verwendet auch Winkler, R.L.,
a.a.0., S. 787. '

Hampton, J.M.. P.G. Moore und H. Thomas, Subjective Pro-
bability and its Measurement, in: Jdournal of the Royal
Stetistical Soclety, Series A, Vol. 136, 1973, S. 21-u2,
hie’l” S. 22.

Ebenda, S. 23.

[
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Verfahren zur Abgabe von Wahrscheinlichkeitsurteilen
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(2) Verfahren, die mit Vergleichen, bzw. Prdferenzen

arbeiten (indirekte Verfahren):

- Datenbezogene Vergleiche;

- Wahrscheinlichkeitsbezogene Vergleiche;

- Berlicksichtigung der Anordnung von Objektens;

= Verfahren auf der Grundlage von Skalierungsmodellen;
- Einbeziehung von Nutzenvorstellungen.

Ausgangspunkt fir die weiteren Betrachtungen ist ein Ent-
scheidungsmodell, das sich durch das Tripel (Z% A, %) kenn-
zeichnen ld8t. Dabei bedeuten:

-z = (Z, G(Z)) : ein Paar, bestehend aus

Z, einem Zustandsraum, der die Menge der m&glichen
Zustdnde z der Umwelt enthdlt, die fir das zu 16~
sende Problem von Bedeutung sind, und

G (Z), der Menge aller méglichen a priori Vertei-
lungen g(z) Uber 2Z.

- A : ein Entscheidungsraum, der die Menge aller
m¥glichen Entscheidungen a enthdlt, die der Ent-
scheidungstriger treffen kann.1

- f : eine Verlustfunktion, die ein Bewertungskrite-
rium fir die Auswirkungen der Entscheidungen a beim
jeweiligem Zustand z der Umwelt ist. Diese Funktion
ist somit eine Abbildung von Z x A in den Raum der

. reellen Zahlen IR :

L : ZxA-+R. (2.1)

Ein denkbares Untersuchungsobjekt der Entscheidungssituation
ist dann die Funktion B

B: zt x A+ IR, (2.2)

die sich als Erwartungswert der Verlustfunktion iber alle z
ergibt

B (2¥,84) = E (8(z,a)) = [, 8(z,a)g(z) dz.(2.8
Z

1 . . . ot
Auf die Betrachtung einer Randomisierung bezlglich des

Entszcheidungsraumes A wird hier verzichtet.



2.2. Ausfihrungen zu den einzelnen Ansidtzen

2.2.1. Direkte Methoden

(1) Im Rahmen der einfachen direkten Befragung hat der
Urteilende seine Waﬁ;;Eheinlichkeitsvorstellungen fir die
betrachteten Ereignisse sofort numerisch in Werten zwischen
Null und Eins anzugeben. In einer leicht abgewandelten

Form dieses Verfahrens ist die Angabe der relativen Wahr-
scheinlichkeiten zweier Ereignisse durch Teilung einer
Strecke in zwei Teile vorgeseheni. Dadurch wird eine Ver-
zerrung des Ergebnisses durch die zu beobachtende Vorliebe

fiir bestimmte Werte vermieden.

Beide Arten haben den Vorteil, daB sie schnell und einfach
durchzufihren sind, doch fehlt bei ihnen eine vorgeschrie-
bene Struktur des Prozesses der Urteilsbildung, wodurch

die Gefahr der unvollstindigen Beriicksichtigung der vor-
handenen Information stark ins Gewicht f&4llt. Zudem be-

wirkt die fehlende Unterstiitzung bei der Ableitung der
Bewertungen auch bei dem Urteilenden eine vermehrte Unsicher-
heit gegeniiber den eigenen Angaben.

. (2) Eine Unterstlitzung der Urteilsabgabe durch grafische
Vorgabe von Kurvenverldufen der Dichtefunktion wird von
Schilaifer? in seinem Kurvenanpassungsverfahren (judecmental
curve fitting) vorgeschlagen. Wenn filr das Problem die

Annahmen:

~ Es liegt eine unimodale Hiufigkeitsdichte vor, die
sanft nach beiden Seiten abfillt.

- Ein grofer Teil der Fl&che unter der Kurve ist
innerhalb eines kleinen Intervallec um den Modus

konzentriert.

- Es bestehen aber auch noch ziemlich weit vom Modus
entfernt nicht zu vernachldssigende Wahrscheinlich=~

keiten,

Vgl. Hampton, J.M., P.G. Moore und H. Thomas, a.a.0., S.

2
Vgl. Schlaifer, R., Analysis of Decision under Uncertainty
New York 1969, S. 283 ff.

2

b



akzeptiert werden knnen, dann lassen sich die Wahrschein-
lichkeiten fir alle mdglichen Werte einer Gr¥Be x durch
eine Dichtefunktion £(x) von der in Abbildung 2 dargestell-
ten allgemeinen Form beschreiben:

-

£(x)/

e e o — - -

Abb. 2 : Allgemeine Form einer Dichte-
funktion

Wird dieser allgemeine Kurvenverlauf fir das Froblem als
reprdsentativ angesehen, dann ist es einfach, den entspre-
chenden Verlauf der kumulierten Verteilungsfunktion daraus
abzuleiten. Es sind nur noch wenige Schd&tzungen des
folgenden Typs erforderlich, um die Verteilungsfunktion
endgliltig zu spezifizieren:

"Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, daB der Wert
von x kleiner oder gleich dem Modus Xo ist?"

AuBer fiir die Enden der Verteilung ist es nicht zu erwarten,
dal diese Angaben groflie Schwierigkeiten machen.

€3) Unter dem Oberbegriff "gezielte Befragung"' lassen
sich mehrere Ansétze zusammenfassen, deren gemeinsames
Merkmal eine Unterstlitzung der Abgabe von Bewertungen
durch gezielte Befragung ist.

Bei der Technik der festen Im:e.z*’v"aZl.le'i wird die Verteilung
dadurch bestimmt, daB der mégliche VWertebereich der be-
trachteten Gréfce zundchst in einzelne Intervalle aufgeteilt
wird. Fir jedes Intervall ist dann die Wahrscheinlichkeit
anzugeben, daf der wahre Wert gerade in dieses Intervall
fallt.

P U —

1 - - Y Cad * . " L i 3
Vgl. Huber, P., Methods for Quentifying Subicctive Proba-

bilitios and Multi-Attribute Utilities, in: Decision
Sciencoa, Vol. 5, 497k, &, B30-4L4, hier S. 436,



Ein Verfahren, das man zu den variablen Intervalltechniken
z&hlt, ist die von Mcrrison1 vorgeschlagene direkte Quantile-
Schdtzung der Verteilungsfunktion (direct fractile assess-
ment of the cumulative density functicn), kurz auch CDF-Metho:
de genannt. Zur Bestimmung der Quantile einer Verteilung
schldgt Morrison Fragen der folgenden Art vor:

- Zur Bestimmung von X5.5° Fir welchen Wert X5 der
Variablen x ist die Chance gleich 50%, einen wahren

Wert kleiner als x zu erhalten?

05
- Zur Bestimmung von Xy.26 (xo.75): Angenommen, der

wahre Wert sel kleiner (grdéfer) als x . Flir welchen

0.5
Wert x_ oo (x_ ,¢) der Variablen x ist die Chance gleich

50%, einen wahren Wert kleiner als X525 (x 7») zZu

erhalten? o
Aus diesen und weiteren auf diese Art ermitteltan diskreten
Punkten der Verteilung 1dBt sich deren Verlauf approximativ
angeben. Die Bestimmung des Verlaufs einer Dichtefunkticn
durch die PDF-uMethode2 (probability density functlon) ge~
schieht in analoger Weise: diskrete Punkte der Pichtefunk~
tion werden durch gezielte Befragung unter Beriicksichtigung
der relativen Dichte und relativen Lekalisation geschdtzt.

Ein etwas vereinfachtes Verfahren versucht der Tatsache
Rechnung zu tragen, daf die Verwendung der Begriffe und

die Art der Fragen hohe Anforderungen an das Abstraktions-
vermigen eines methodisch nicht ausgebildeten Urteilenden
stellt. Es beschrédnkt sich deshalb auf die Ermittlung des
am stérksten vermuteten Wertes (xe), des erwarteten minima-
len (xmi ) und maximalen (xm x) Wertes, sowie der Wahr-
scheinlichkeit (w), dah der aktuelie Wert zwischen W,

und W lierrt3 Mit Hilfe dieser Angabmn wird approximativ
der Verlauf der Verteilungsfunktion dargestellt.

[ R R SV

x Vgli. Morrison, D.G., Critigue of: "R&Pking Procedures and
hub ective Probability Disiributions”, in: Management
("Cl E‘l(‘&‘, Volt :l.u, 1967, So B"‘ C)3,‘_B A‘"’q’ hl S B ébua

e Vg”, Winkler, R.L., a.z.0., S. 779.

3

Vgl, Cole, T.D., How to Obtain Probability Estimatez in
Capital Expenditure pvaluatlions: A Practical Apnreoach, in:
Managenent Acvounting, VYol. 52, 1970, §. 6i-t4%, hier 5. 62
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(4) Zur einfachen und schnellen Bewertung von Unsicher-
heitssituationen werden Approximations—formeln zur Schdtzung
des Mittelwertes {I und der Standardabweichung § von subjek-
tiven Wahrscheinlichkeitsverteilungen vorgeschlagen, die
von Annahmen Uber die Verteilung der betrachteten Gr&fRe aus-

gehen. Die hdufig verwendeten PERT-Formeln?
i = (xQ + 4m + xi)/6 | (2.1)
8 = (x1 - Xo)/G (2.2)

gehen von der Annahme einer Beta-Verteilung aus und ver-
langen von dem Urteilenden nur Angaben {lber den Modus m
und die Endpunkte der Verteilung X und Xq o Hillief'2
schlégt zur Bewertung von Investitionsvorhaben Formeln zur
Ermittlung von {i und 8 unter der Annahme der Normalvertei-
lung vor. Da es sich erwiesen hat, daB Angaben zu den Enden
einer Verteilung hdufig mit einem grofen Fehler versehen
sinds, erscheinen die von Perry und Greigl+ vorgestellten

Formeln
i = (xooo5 + 0,95 m + xo.gs)/2,95 (2.3)
& = (X, g5™%5.057/3:25 (2.4)
interessant, die unter Verwendung der Quantile X5 08 und

X,.g5 24 guten Ergebnissen fihren. Fiir diese Formeln
spricht weiterhin, daB von der Verteilungsfunktion ledig-
lich ein glockenfdrmiger Verlauf der Kurve gefordert wird.

1 Vgl. Malecolm, D.G., J.H. Roseboom, C.E. Clark und

W. Yazar, Application of a Technique for Research and
Develeopnent Program Evaluation, in: Operations Research,
Vol. 7, 1958, S. 646-669, hier S. 652.

Vgl. Hillier, F.S., The Deviation of Prcbabilistic In-
formation for the Evaluation of Risky Investments, in:

-

Management Science, Vol. 9, 1963, S, Hu3-us7.
Vgl. Selvidge, J., A Three-Step Procedure for Assigning

Probabilities to Rare Events, in: D. Wendt, C. Vliek (Eds.),
Utility, Probability, and Human Decision Making, Dordrecht,

Bosten 1975, S. 199-216, hier S. 200.

Vegl. Peryy, C.o und I.D. Greig, Estimating the Mean and
Variance of Subjective Distributions in PERT and Decision

Analyeiz, in: Management Science, Vol. 2i, 19785,
Uo ls“l“{7 - Ll"‘ll!SOw



2.2.2 Indirekte Methoden - Verfahren, die mit Vergleichen
bzw., Priferenzen arbeiten

(1) Zu den Ansitzen, die Abstandsmafe aus dem Vergleich
unterschiedlicher Anordnungen von Objekten verwenden, zdhlt
das von Smi‘ch1 vorgeschlagene Verfahren "Psychometric
Ranking'. Ausgehend von Kendalls2 Uberlegungen zur Quanti-
fizierung von Informationen aus der Anordnung von Objekten
und deren Differenzen befirwortet Smith ein Vorgehen in
folgenden finf Schritten:

(a) Gliederung des Untersuchungsgegenstandes in sieben
bis zehn zu beurteilende Objektes

(b) Aufstellen einer wachsenden Ordnung der Objekte in
Hinsicht auf die erwartete relative Eintreffens-
"wahrscheinlichkeit;

(c) Anordnung der relativen Differenzen zwischen den
geordneten Objekten nach ihrer Gréfe;

(d) Quantifizierung der in diesen Angaben3 liegenden
Informationen. Dazu geht Kendall davon aus, dag
bei einem zufdllig in n Einzelteile zerlegten Ge-
genstand die Erwartungswerte der Teilgrdfen T

i
. . . 4
in folgendem Verh&ltnis zueinander stehen:
1 .1 1 1
T 2 S (: 4 ¢ + = + 1)
-1 n (n n-1 tre 2
1,1 1 1
T 2 (=t + =
2 n n n-1 tee 2) (2.5)
L]
L]
L4
. 11
'I. £ by oy .
n n n
1 yg1. smith, L.H., a.a.0. |
2 Vgi. Xendall, M.6., Ranks and Measures, in: Biometrika,
Volc }'59, 19629 Se 133-1370
¥ Eine bei Smith auch zu findende Frweziterung des Aunsatzes
durch Ordnung der welteren Differenzen nach ihrer ein-~
geschdtzten Grdfe halten wiv in der Regel aufgrund von
Eewertungsschwierigkelten £ir e¢ine praktieche Anwendung
nicht sinnvoll.
Lg‘r

Vgl. Kendall, M.G., a.2.0., S. 134,



(e) Transformation der auf diese Art quantifizierten
Rangordnungen in eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
durch Normierung, wozu eine Schdtzung der Enden der

Verteilung notwendig ist.

Smith bewertet disen Ansatz zur Ermittlung einer Wahrschein-
lichkeitsverteilung als logisch, wohl definiert, konsistent
und damit anderen deutlich ﬁberlegen-l Vem wird in einer
scharfen Kritik ven Morrison, der sich auch Hampton et al.2
anschliefen, unter anderam entgegengehalten, daR es zwar
vom mathematischen Standpunkt her ein interessanter Ansatz
sei, doch gegeniliber Verfahren wie der CDF-Methode

keine Vorteile, sondern nur ein vermehrter Aufwand fest-

stellbar seien.3

Ein in bezug auf die praktische Anwendung relativ leicht
zu handhabendes Verfahren ist der paarweise Vergleich, bei
dem die Aufstellung einer Prédferenzordnung durch den Ver-
gleich von jeweils zwei Objekten geschieht. Den geordneten
Objekten werden anschliefend die Wahrscheinlichkeiten unter

Berlicksichtigung der Anordnung zugewiesen,

Als eine mehrstufige Erweiterung dieses Ansatzes kann ein
von Churchman und Ackoxf“ vorgeschlagenes Verfahren ange-
sehen werden, beil dem auf der m-ten Stufe Vergleiche eines
Objektes mit Vereinigungen von m Objekten vorgenommen wer-
den. Auf der Basis derart bestimmter Ordnungen werden den
Objekten auf jeder Stufe relative Werte zuqewxesens. Evgeben
sich bei diesen Zuordnungen Widerspriiche zu vorher auf nie-
drigerer Stufe durchgaefihrten RBewertungen, so ist eine Re-
visicn der alten VWahrscheinlichkeitsangaben unter Beach-
tung der auf allen Stufen entdeckten Priferenzen notwendig.
Es sind also bis zur letzten Stufe hin Anderungen der ange-
gebenen Wahrscheinlichkeiten méglich. Die Anzahl N der durch-

L

L Vgl. Smith, L.H., a.a.0., S. B-2i5,
2 ygl. Hampton, J.M., P.G. Moore urd H. Thomas, &.3.0., S. 27
3 . .
‘x’gle MOZ‘I‘ISC'SL, DOG¢9 a'anc; S- }%*25{4‘-
i . o ; : .
Vel, Churclvnan. C.W. und R. Ackoeify, An Approximate Measure
£ s F R .
of Value, in: Operstions Research, Vol., 2, 1934, S. 172-187
=
Y Das Modell izt aligawein zur Bestimmung von relativen Wer-

ten entwickelt worden. Die inif”}“*taifc ron subjektiven
Wahraso lﬁﬁﬂliphkplrﬁﬂ lw Tve Werite aymlo-
licht eine divekte UL P:‘ Problenstelivng.




zuflihrenden Bewertungsvorgdnge ergibt sich (flilr den Fall,
dah keine auch als Bewertungsvorgdnge zu zdhlenden Revisio-
nen auftreten) in Abh&ngigkeit von der Anzahl der zu beur-
teilenden Objekte n durch

n-1 n
N =m§1 (m+1) ) . (2.6)

woraus zu ersehen ist, daB N mit wachsendem n sehr schnell

ansteigt.

Als ein wesentlicher Mangel der letzten beiden Verfahren

ist die Tatsache anzusehen, daB sie nicht zu einer endlichen
L&sungsmenge und somit erst recht nicht zu einer eindeutigen
L¥sung fﬁhrenl. Um aber die dann erforderliche Auswahl ei-
nes speziellen Punktes aus dieser unendlichen Menge zu be~-
griinden, schldgt Brockhoff zwei Programmierungsansétze vorz.
Die bei Churchman und Ackoff formulierten Bedingungen fir
die Angabe der Bewertungen faft er als einen Satz von N
Beschrédnkungen auf, die durch eine L8sung nicht verletzt
werden diirfen. Nachdem es ihm gelingt, eine Umwandlung der
zunidchst strikten Ungleichungen in einfache Ungleichungen

zu begrilnden, ergibt sich ein System von Nebenbedingungen,
das durch folgende Bedingungen fir die subjektiven Wahpr-
scheinlichkeiten p1

pi i 0 Py !éi (i = 1,...,1’1) » (207)
I

I p; =1, (2.8)
i=1

bzw.

n n

L P; X 1A T Dy <21 ' (2.9)
i=l1 i=l :

Ot v 8 o

1 Vel. Brockhoff, K., On Determining Relative Values
g - : s & ¥

. ) s N0
a.2.0., 5. 226.

. 226 If.

o]
oz}

Lbend:

b

?
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zu ergdnzen ist. Es liegen somit M = N+n+2 Nebenbedingungen
eines Optimierungsmodells vor, flir dessen Zielfunktion
Brockhoff zwei m&gliche Formulierungen erdrtert. In einem
"Ziel-Programmierungs-Ansatz"1 wird gefordert, die Summe
der M Schlupfvariablen unter Beachtung der durch die Neben-
bedingungen festgelegten Beschridnkungen zu minimieren. Da
aber dieser Ansatz unter anderem Probleme in Bezug auf die
Existenz einer zuldssigen Lésung2 und in Hinsicht auf die
Einstellung des Urteilenden zu dem durch diese Zielfunktion
festgelegten Kriterium mit sich bringt, wird statt dessen
in einem "Fehlerminimierungs-Ansatz" versucht, den durch

n
Z= 1% |p, - P, (2.10)

gemessenen Schdtzfehler zu minimierens. Die Pi seien dabei
Grdfen, die durch irgendein (allerdings nicht bekanntes)
Verfahren objektivierbar sind. Aufgrund von Bedingung (2.7)
und fir Pi 20, Vi 1dft sich Z durch die Ungleichung

n n
Z< ¥ p,+ L P (2.11)

ausdriicken. Da die Pi in Bezug auf unser Problem Konstante
gsind, ist die Gleichung (2.10) der Zielfunktion

* n
Z8 = % p (2.12)

dgquivalent, die zur L8sung des Problems unter Beachtung

der M + n Nebenbedingungen zu minimieren ist.

(2) Ein v8llig anderer Weg zur Ableitung von Wahrschein-
lichkeiten aus a priori Informetionen wird bei den Verfahren
eingeschlagen, die eine Unterstlitzung durch datenbezogene

oder wahrscheinlichkeitsbezogene Vergleiche verwenden.

o

1 Vgl. Brockhoff, K., On Determining Relative Values,
a.a.0., 5. 2289.

Aug diesem Grund sc¢ll die in der Gleichung (2.86) ange~
sprochene Beschrdnkung bheim Fehlerminimierungs-Anssts
nicht in die Nebenbedingungen auvigenomman sondern durch
a posteriori Normierung berlicksichtigt werden.

3 Vgl. Brockhoff, K., On Detemnining Relative Values,
ar&icon; So ?3()- )



Winkler1 und spiter auch Schaefer und Borcherding2 benutzen
ein von ihnen als EPS-Methode (equivalent prior sample)
bezeichnetes Verfahren, bei dem der Urteilende Schitzwerte
filr die beiden Grdfen r und n anzugeben hat, die #quivalent
zum Ergebnis einer gedachten Stichprobe (z.B. » von n
zufdllig gezogenan Objekten sind rot) sein sollen. Das Ver-
hdltnis r/n soll nzhe bei dem Schétzwert fir p liegen, und
die Grdpe des Stichprchenumfangs zeigt fir ein gegebenes
Verh8ltnis r/n das Vertrausn in die abgegebene Schidtzung an.
Die vorhandene a priori Information wird hier also in Form
einer Zquivalenten friheren Stichprocbe ausgedriickt.

Liegt bereits eine Schitzung der gesuchten Wahrscheinlich-
keit vor, dann untersucht die HFSwMethodeS (hypothetical
future sample) den Effekt zus#tzlichen Wissens auf die Ver-
teilung. Der Urteilende soll angeben, welchen Einfluf hypo-
thetische zusltzliiche Informationen auf seins angegebenen

Wahrscheinlichkeiten ausiiben.

Iet ein Rickgriff auf vorhandene Daten mdglich, so sollten
diese Informationen beil der Schdtzung der Wahrscheinlich-
keitsfunktion beachtet werden. Dieses ist der Ansatzpunkt
gines von S h“nlfer“ vorgestellten und als "Gl&tten von
historischen Daten" (smoothing of historical data) bezeich-
neten Verfahrens, bel dem je nach Qualitdt der Daten die
Dichtefunktion oder die kumulierte Wahrecheinlichkeitsfunk-
tion verwendet wird; spdrlich veorhandene Daten lassen sich
besser mit Hilfe der kumulierten Funktion verarbeiten. Die
historischen reletiven H¥ufigkeiten sind flir jeden vorhan-

. denen Wert in eine Gralfik einzuzeichnen.

A ——— e . e S

1 Ygl. Winkler, R.L., 2.a2.0., 5. 799,

2 X ; -
Vgl. Schaefer, R.E. und K. Borcherding, The Assessment
of Subjective Probability Distributions: A Training
Experiment, in: Acta Psychologica, VYol. 37, 1873,
S, 117-328,

3

Vgl. Winkler, R.L., @.a.0., §. 798. Eine von Du Charne
und Donnell vorgestellte V"null datum method" ist der
avm

HUS-Mathode gsehr dhnlich: Du Charme, W.M. und M. L.
Donnell, Intvasubject Compariscons of Four Rasponse Modes
for Subjective Prokability Assossment, in: OUrganizational
Benavior and Human Performance, Voil. 10, 1973, 5, 106-117.

‘fglu Soh lalf SRAN K., N Y I . S, 290 §IFf.
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An diese Punkte wird eine Kurve angepalt, deren genereller
Ve.rlauf1 mit den allgemeinen Vorstellungen Uber das lang-
fristige Verhalten des Prozesses Ubereinstimmen soll.

Zur Unterstlitzung der Bewertung von wenigen Ereignissen
kann eine Urne verwendet werden, die mehrere verschieden-
farbige Kugeln enthdlt. Unter der Annahme, daf jede Farbe
ein Ereignis repridsentiert, soll der Urteilende das Mi-
schungsverhdltnis der Kugeln gemdf® seinen Vorstellungen
Uber die Eintreffenswahrscheinlichkeiten angebenz. Fiir den
Fall der Beurteilung von Einzelereignissen schlagen Spetz-
ler und Stael von Holstein die Verwendung eines Wahrschein-
lichkeitsrades vor, das aus zweil verschiedenfarbenen, ver-
stellbaren Sektoren und einem fest installierten Zeiger be-
sﬁeht3. Die GréBen der beiden Sektoren hat der Urteilende
so anzugeben, daf das relative Verhdltnis der Farben seiner
Einsché&tzung der zu bewertenden Ereignisse entspricht.

(3) Obwohl Spiel- und Lotterietechniken hauptsdchlich zur
Ableitung von Nutzenvorstellungen vorgeschlagen werden, las-
sen gie sich auch zur Schitzung von subjektiven Wahrschein-
lichkeiten verwendenue Es sei der Erwvartungswert eines
Spieles E [a] durch

E [a] = pzy + (1-p)z, (2,13}
nit
- p : zu schidtzende Eintreffenswahrscheinlichkeit
-zt Héhe des Gewinns
-z, Hbhe des Verlustes

berschinet, dann wird ein risikoneutraler Spieler einen Ein-

- o et

1 Wenn die Werte als durch einen Zufallsprozel mit einem
Grund-~ und einsm Zufaliselement seult anaesehen wepden
kénnen, wie es sich als E%”e‘t einer grofen Anzahl von
kleinen unabhingigen Faktore ; ﬁ\t3 dann wwrd die all-
gemeine Form unimodal und gAatt sein.

G Vgl. Raiffa, H., Decision Apalysis, Reading 1%68.

3 - s .

¥ %gl. Spetzler, C.8. und C.-A.S. Stadl von Holstein,
a.a.0., 5. 346 £f.

Y

Vgl., Savage, LoJ., The Foundations of Statistics, a.a.0.,
(ad I P
Se 28 IE.
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satz in Héhe von B = E [a] fir die Teilnahme am Spiel als "fair"
ansehen. Unter den Annahmen, daf der Spieler E [a] maximieren will,
seine Nutzenfunktionen fiir B, z, und 2z, linear verlaufen™ und die

1 2
 Werte fir B, z, und z, bekannt sind, 148t sich dann die erwartete

2
Eintreffenswahrscheinlichkeit p aus Gleichung (2.13) berechnen.
Die Zahl der durchzuflhrenden Spiele ist durch die Anzahl der ge-
suchten Wahrscheinlichkeiten gegeben und kann somit in speziellen

Situationen recht grof werden.

(4) FUr ein Entscheidungsproblem, in dem eine grobe Anzahl von
Handlungsalternativen zur Auswahl stehen, schlagen wir ein Verfah-
ren vor, das auf der Basis eines von Srinivasan und Shocker ent-
wickelten Mad91132 beruht. Betrachtet werde die durch das Tripel
(A, Z+, e) gekennzeichnete Entscheidungssituation, wobei

e = (~1) # & eine Ergebnisfunktion ist. Weiter sei "4" eine zwei-~
stellige Prdferenzrelation auf A, dann sollen die zu einer Aktion
a; € A gehdrenden Ergebnisse @igoeres S unter Verwendng von gi~
suchten und nicht explizit bekannten relativen Werten Py svoesP

zu einem Kriterium si

n +
s; = L psy e C(2.118)

S. » 8 == a. > a
i Tk i k
§. € & G ly a. < a 2915
k i k ¢ )
s. = 8 <= a, ~ a
i~ Yk k
1 S . .
Laux gibt auch ein allerdings sehr aufwendiges Verfahren fir
den Fall an, dad dar Urteilende nicht risikeoneutral ist; vgl.
Laux, H., Zur Entscheidung beim Fehlen objektiver Wahrs uhelnm
lichkeiten, in: Aclt"chrlft fir Betriebswirtschaft, Bd. 46,
1876, S. 59-68, hier 8. 62 ff.
2

Vgl. orlnlva ;an, V. und A.D. Shocker, Linear PPOGPaMMLEF Tech~
niques for Multidimensional Analyvsis of Preferences. in:
P&vohum ryika, Vol. 38, 1973, S. 337~3649. Eine vereinfachte
Version ihres Modells, beil dex die Gewichte dor einzelnen Di-
mensionen eings Merimalvektors Ifir die BPP“Chnan eines Ge-
samtkriteriums auf dar Basis von p?&?ﬁ&l‘cn Urteilen zwigchen
dan Objelten geschdtzt werden, findet man in: Srinivasan, V.
wid AL Shocker, Dstimating the Weights for Maltiple Attri-
butes in a Qnmpod“tu LPltO“WOP Usiny Pairwise Judgv*nku, in:
Poyonometrika, Vol. 38, 873, S. 473-483.

o
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Fir die Ableitung dieser relativen Werte (pj+) gei jetzt ange-
nommen, da® es einem Urteilenden unter strenger Beachtung sei-
ner a priori Informationen mdglich ist, einen Teil der Aktio- "
nen paarweise zu vergleichen und Pr&ferenzurteile zwischen
ihnen abzugeben. Es sind zwar nicht alle n(n-1)/2 Vergleiche
notwendig, doch entsprechen die mit diesem Verfahren berechne-
ten Wahrscheinlichkeiten dem vorhandenen a priori Wissen um so
besser, Jje grofer die Zahl der angegebenen Vergleiche ist. Eine
Transitivitdt der Beurteilungen wird fir das Verfahren nicht

gefordert.

Es sei Q eine Menge von Paaren (4 ,k), die den angegebenen
Dominanzurteilen entsprechen, wobei (f,k) € Q die Bedeu-
tung von a£>» ay hat. Flir die zu bestimmenden relativen
Werte sei zundchst nur

p; >0 ¥ =1,00u,m (2.16)
gefordert. Die fir die eigentlich gesuchten subjektiven
Wahrscheinlichkeiten pj, j=1,...,m , notwendige zusitz~
liche Bedingung

m
I p, =1

j=1
§oll durch a posteriori Normierung erfiillt werden. Es sei
eine L&sung p* = (p;,e.., p;) gegeben, dann lassen sich
die Kriterien s; ¥ a; €A berechnen. Flr ein beliebiges
(2,k) & Q sollte die L®sung dann zu 8¢ > 8y fdhren. Epr-
gibt sich dagegen Sy £ 85 80 stimmen die herechneten
relativen Werte nicht mit dem angegebenen paarweisen

Vergleich Uberein. Der Fehler fik einer L3sung flir ein

“Paar (2,k) ¢ Q sei deshalb durch

fﬁk = max {0, (sk-sg)} (2.17)

definiert. T~ alle Paare aus Q ergibi cich dann ein

Fehlexrma® F  durch

r o= 5

] (2.18)
(4,330

fﬁk '
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Nach Definition ist fzk >0 , somit gilt auch F > 0 .
Zu suchen ist eine L8sung P', flr die F~ unter Beachtung

von (2.16) minimal wird.

Es gilt jetzt allerdings, die unerwiinschte triviale L&sung
p* =z 0 zu vermeiden, die zu F = O fiuhrt und somit F  in
der Tat minimiert. Weiter ist zu verhindern, daf eine
Transformation der L8sung pt' = AP+, die das Verhdltnis der
relativen Werte untereinander unverdndert 1l&ft, aufgrund
V?n sé isksﬁ usd somit fgii = A-flg eine Verdnderung von

F zurfl = AF bewirkt, da {iber eine Minimierung des Feh-
lermafes fir X + 0 wieder die triviale L&sung erreicht
wird. Aus diegem Grunde sei fir ein Paar (1,k) £ Q und

eine gegebene L8sung pt die Grébe fzy durch
£¥ = max {0, (s, - 5.0} (2.19)
lk—ma}& ] S£ Sk . LA
definiert. Die durch

+
rt - 5 f (2.20)
(2,k)eQ ¥k

bestimmte Gréfe, flir die wieder ¥ > 0 gilt, seli als Glite-
maB bezeichnet. Das Problem einer unerwiinschten trivialen
Lésung l4Rt sich dann durch die Bedingung '

Ft - r" =1 (2.21)

beheben. Aufgrund von (2.18) und (2.20) gilt:

+ -
F" -~ F = T max {0,{ ,~5,.)} =~ I max {0,(,~s.)}
(%,K)eQ EURTT (060 k "L
= E (S ms ) L 4 B (2«22}
(2,k)eQ * K

Weiter gilt unter Berlcksichtigung von (2.14):

- -~ 2‘2
. ij) { 3)

m +
5o o= % p. (e
(y. - > } 3 £3

mit
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so daB
m m
D r pr i I p; E, (2.25)
| (% ,k)eQ j=1 3 j=1
mit
E. = X e.. . (2.26)
1 (g,00eq ¥

geschrieben werden kann. Dann 148t sich die Bedingung
(2.21) auch durch

I prE. =1 | (2.27)
52133

wiedergeben. Aus dieser Form ist zu sehen, daB die neu
eingefihrte Bedingung in der Tat die triviale Ldsung p* = 0
ausschlieft. J_etzt ist noch zu zeigen, daf® die Bedingungen
(2.16) und (2.27) die Existenz einer LOsung nicht verhin-
dern. Wenn aber wenigstens fUr ein 2 € (l1,...,m) E2 >0

gilt, so kann mit pz = 1/E und p; = 0 Vj; j=1l,...,m3

3 # & immer eine L¥sung erriicht werden, die den beiden Be-~
dingungen gerecht wird. Da aber die Bewertungen des Urtei-
lenden in sich sehr widerspriichlich s2in miBten, damit
nicht mindestens ein Ei >0 ¢ £ ¢ (ly,e0e,m), 1i8t, kann
die Existenz einer L8sung unter den beschriebenen Annahmen

als gesichert angesehen werden.

Damit sind die Beschrédnkungen des Modells festgelegt. Unter
Beachtung von (2.23) 186t sich das Fehlermah durch

F = z max {0, - I p. e,, .}
(2,k)eQ j=1 0 3 A

(2.28)

-

angeben. Die optimale L&sung P* wird dann durch Minimie-
rung von (2.28) unter Berlcksichtigung ven (2.18) und (2.27)
erhalten. Die numerische Bestimmung der optimalen L8sung
kann durch den folgenden "goal programming"~Ansatzi errveicht

s s - o R

1 V¢l. Charnes, A. und W.W. Cooper, Management Models and

Industyis)l Applications of Linear Progremwming, Vol. I,
Stk - I3 h?
Hew York 19861, S. 2156 ff,



werdern:

Minimiere F = X Zoy (2.29;}
(2,k)eQ

unter Beachtung der Nebenbedingungen

m
j§1 ezkj P; * Zpy > 0 ¥ (2,k)eqQ, (2.30)
n +

s E.pt=1, (2.27)
3=1 373

+ .
P. 20 ¥.3 j=1,...,.m - (2.16)
] J
und
Zgp 20 ¥ (2,k)eQ . (2.31}

Dabei sind die Zox o (2,k2eQ , Schlupfvariablen,

fir die nach (2.30) und (2.31)

Zoy = max {0, - (2.32)

nm~™m3

e p+}
j=1 k3 73
gilt. Da die optimale L&sung durch Minimierung von (2.23)
erreicht wird, gilt im Optimum das Gleichheitszeichen in
(2.32), womit die Aquivalenz vorn F und F gegeben ist.

Fir den Fall, daB durch dieses Verfahren keine Eindeutig-
keit erreicht wird, schlagen wir vor, alle optimalen L&~

sungen berechnen zu lassen und aus diesen die L&sung hepr-
auszusuchen, bei der die Anzahl der 'verletzien' angegebe-

nen Beurteilungen (£,k)eQ minimal ist.

. . .. - i SN
PDie avf diese Art erhaltene optimaie Lidsung P ist dann
nach ’

~ 1 ~+
ng - Wﬁ r— pg‘ X{tﬁ; 2;31,100,}“, (2033)
b

P
1 3

-
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zu transformieren, damit die Bedingung

(2.34)

[T~ =]
Lol
"
[

[y
[

erfiillt wird. Die Werte ﬁj, j=1,...,m, k&nnen dann als
subjektive Wahrscheinlichkeiten interpretiert werden, die
unter Verwendung der vorhandenen a pricri Information des

Urteilenden abgeleitet wurden.

Dieses hier vorgestellte Verfahren erscheint uns in mehr-
facher Hinsicht vorteilhaft. Es vermeidet die flir den Ur-
teilenden so schwierige Angabe seiner a priori Informatio-
nen in quantifizierter Form und verlangt statt dessen nur
die vergleichende Bewertung einzelper Alternativen. Dabei
sind nicht einmal alle n(n-1)/2 paarweisen Vergleiche not-
wendig, sondern es k¥nnen Paare, deren Beurteilung Schwie-
rigkeiten bereitet, ausgelassen werden. Auflerdem lassen
sich die Angében des Urteilenden scgar dann verwenden,
wenn die.Transitivitétsbedingung nicht erfdllt ist. Nurp
kurz erwidhnt werden soll die Mbglichkeit, das Vertrauen
des Urteilenden in die eigenen Angaben als Gewichtungs-
faktor zu beriicksichtigen. Weiter erscheint es problemlos,
das Bewertungsverfahren und Verarbeitung der Angaben auf

die Urteile mehrerer Personen auszudehnen.



2.3, Ein erster Vergleich

In diesem Stadium der Untersuchung sollen fir einen Ver-
gleich der vorgestellten Ansdtze vor allem die Aspekte
berlicksichtigt werden, die einen EinfluR auf die Einsatz-
m3glichkeiten ausiiben. Eine wesentliche Rolle spielen da-
bei die impliziten und expliziten Voraussetzungen der Ver-
fahren, da durch sie ein mdglicher Einsatz auf speziejle
Situationen beschrénkt werden kann. So bedingt der Aufbau
einer Reihe von Verfahren implizit eine nicht allzu groBe
Zahl von zu bewertenden Objekten. Andere mehrfach anzu- |
treffende Einschrédnkungen der Anwendbarkeit sind durch
Annahmen Uber den Verlauf der Verteilungsfunktion gegeben.

An die Person des Urteilenden gestellte Anforderungen sind
ein weiterer wichtiger Gesichtspunkt flir eine Beurteilung
der Einsatzméglichkeiten} Wéhrend die Forderung nach einer
fachlichen Qualifikation des Urteilenden in der Regel als
problemlos erfilllbar anzusehen ist, beinhaltet die Voraus-
setzung von hinreichenden Kenntnissen statistischer Zusam=-

menhénge und Methoden in den meisten Fdllen zumindest einen

erh8hten Aufwand in Form von ausfiithrlichen Einweisungen.2

Weiter erweist sich die bei vielen Verfahren vorhandene

Notwendigkeit einer numerischen Spezifizierung der Bewer-~

tungen flir manchen Urteilenden als eine harte Anforderungga

Besonders bei wenlg gelibten Schdtzern ist das Vertrauen
in die¢ eigenen Angaben in diesen Fédllen nur gering, so daB
diese Schdtzwerte als sehr unsicher anzusehen sind.

Lt A ——" A st o

1 Vgl. Pickhardt, R.C, und J.B. Wallace, A Study of the
Performance of Subjective Probability Assessors, in:
Decision Science, Vol. 5, 1874, S. 3u47-269,

Allerdings stellt Winkler fest, daR geringe Xennt-
nisse von statistischen Zucanwmenhingen nur einen
kaum nennznswerten Einfluf auf die Qualitit der
Schdtzergebnisse haben. Erst eine intensive Ausbil~
dung in Statistik fithrt zu einer deutlich verbesser-
ten Transformation der Informationen in numerische
Wahrecheinlichkeiten. Vgl. Winkler, R.L., a.a.0.,

S. 789, '

Vgl. Spoetzler, C.8. und C,-A.S. Sta¥l von Holstein,
a.d.0., S 350,

w
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Die Unsicherheit des Urteilenden bei der Abgabe von
Schitzwerten ist oftmals auch eine Folge nicht voll-~
sténdig durchdachter Fragestellungen. Eine angemessene
Strukturiertheit des Urteilsprozesses erweist sich in
dieser Hinsicht als hilfreich, um eine Berilicksichtigung
aller vorhandenen Informationen zu gewéhrleisten.l Auch
ein vermehrter Arbeitsaufwand, wie er z.B. durch eine vor-
geschaltete systematische Rangordnungsbildung zwischen
den zu bewertenden Objekten gegeben ist, 1&Bt sich aus

diegsem Grunde vertreten.

Die Berldcksichtigung der hier angesprochenen Aspekte bei
den einzelnen Ansdtzen ist der Ubersicht auf den Seiten

28 und 29 zu entnehmen?‘Aus dieser Gegenliberstellung
lassen sich bezliglich der Vorteilhaftigkeit der Verfahren
einige erste Schliisse ziehen.:lUnter den Verfahren, die
nur einen geringen Aufwand verursachen, erscheint das Kupr-
venanmgssungsverfahren als Desonders geeignet, da durch
die grafische Durstellung der Dichtefunktion eine einfac he
aber wirkungsvolle Unterstltzung des Urteilsprozesses ge-
geben wird. Nur wenn die Zahl der zu schdtzenden Vertei-
lungen sehr grof ist, sind die PERT-Formeln und vor allem
die vun Perry und Greig vorgestellten Formeln vorzuzighen.

Ein weiterer Sonderfall ist gegeben, wenn historische Da-
ten vorliegen, die der Situation angemessen sind. Die mit
diesen Daten vorhandenen Informaticnen sollen durch Anwen-
dung der Methode "Gldtten ven historischen Daten" genutzt

werden.

Vgl. Winkler, R.L., a.a.0., S. 786. Exr stellt vor allem
einen Unterschied zwischen den direkten und den indipek-~-
ton lacnnlxcn fest. Bel der Anwendung von direkten
Schdtzvaerfahren scheinen die Urteilendon unwillig eoder
unféhig zu sein, die vorhandenen Informationen voll-
standic zu nutzen,

Obwohl es sich als ziemlich schwierip erwelst, die von

verschiedenen Fakteoren b&einrlwp\e Gréie "Aufwend" zu

bestimmen und fir einen Vergieich heranzuzichern, wurde
ipstens eine grobe riffikation vorgenermen, da auf

crhive Angaben fir eine Rourteilung cer Verid

nient verzichiet werden sollta.
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Unter Beachtung der auch empiririsch festpestellten
Schwierigkeiten einer numerischen Spezifirzierung der
Bewer'tungen,1 scheinen besonders der Fehlerminimierungs-
ansatz von Brockhoff sowie das hier vorgestellte Vertah-
ren der Bewertung von Alternativen geeignete Ansdtze zur
Uberwindung dieser Probleme zu sein. Bei beiden Verfahren
wird die gesuchte Wahrscheinlichkeitsverteilung durch Op-
timierung einer Zielfunktion unter Berficksichtigung der
durch Bewertungen bestimmten Nebenbedingungen erhalten.
Doch wdhrend der Fehlerminimierungsansatz als Ausgangs-
information einen (eventuell mehrstufigen) Vergleich der
zu bewertenden Objekte erfordert, geht das zweite Verfah-
ren indirekt von der Beurteilung der durch die Objekte
(Elemente aus dem Zustandsraum) beeinfluBRten Alternativen
aus. Ob eine der beiden Vorgehensweisen der anderen {iber-
legen ist, kann nur unter den Bedingungen einer speziellen
Problemstellung gekldrt werden. Ein Vorteil des neu vor-
gestellten Verfahrens ist vor allem dadurch gegeben, daB
eing strenge Beachtung der Transitivitidtsbedingung nicht
verlangt wird. Dieses bedeutet zusammen mit dem Verzicht
auf einen vollstdndigen paarweisen Vergleich eine erheb-
liche Reduzierung sowohl der Anforderungen an den Urtei-
lenden in Bezug auf seine methodischen Kenntnisse als auch

des allgemeinen Aufwands.

N N T

"
* VYiele Personen, die zundchst eine dir-Xte numerische

Quantifizierung ihver Vorstellunpgen vorzichen, haben

spéiter nur noch wenig Vertrauen in ibre Angaben. Aus
diesem Crunde erscheinen die indirel ien Methoden
Spetaler und Stadl von Holsteln mehr eeignet. Vgl.

C.3. und Stac® von Holsteirs “.-A.S., a.a.0.,
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3. Axiomensysteme zur Konstruktion subjektiver

Wahrscheinlichkeiten

3.1. Intention beim Aufbau der Axiomensysteme

Subjektive Wahrscheinlichkeiten wurden bisher als MaBe eines
individuellen Vertrauensgrades aufgefaRft, die gewissen
Konsistenzregeln gerecht werden sollten. Damit stellt sich
aber die Frage nach den Grundlagen, die eine Einfihrung von
numerischen Wahrscheinlichkeiten rechtfertigen. Gesucht wird
eine Theorie, die das Problem der klassischen (objektiven)
Wahrscheinlichkeitstheorie, individuelle Entscheidungen mit
dem Hinweis auf das schwache Gesetz der grofen Zahlen gleich-
artig zu behandeln, vermeidet. Die Basis derartiger Ansdtze
bildet der "primitive Begriff" einer qualitativen Wahrschein-

lichkeit.

Je nach Art der Zielsetzung wird diese qualitative Wahrschein-
lichkeit unter einem behavioristischen (entscheidungstheore-
tischen) oder unter einem mehr formalen, mathematischen Aspekt
eingefﬁhrt.l So hat Koopman ein allgemeines nicht entschei-
dungsorientiertes Axiomensystem vorgestellt, das sich auch
fir die Begrindung subjektiver Wahrscheinlichkeiten eignet.
Eine stérkere Betonung der formalen Richtung beinhaltet auch
die Darstellung und der Vergleich mehrerer Systeme beil Got-
tingerg, wobel er sich allerdings stets bemiiht, nachzuprifen,
inwieweit die relevanten Axiome behavioristisch interpretiert
werden kénnen. Im Zusammenhang mit den brigen, entscheidungs-

L —

1 . . X . . s .
sei hier angemerkt, dal eine axiomatische Behandlung

r qualitativen Wahrscheinlichkeit nicht unbedingt an

2ine subjektivistische Interpretation der Wahrscheinlich-
keit gebunden ist, obwohl die Bayesisner sie plausibel im
subjektiven Sinne begrindet haben. Vgl. Gottinger, H.-W.,
Konstruktion subjektiver Wahrscheinlichkeiten, in: Mathema-
tische Operationsforschung und Statistik, Bd. 5, 1974,

S. 508-539, hier S. 511.

Das Axiomensystem qualitativer Wahrscheinlichkeiten bei
Koopman eignet sich gleichermaBen fir subjektive und fir
logische (intuitive) Wahrscheinlichkeiten. Val. Koopman,
B.0., The Axioms and Algebra of Intuitiv Probability, in:
Annals of Mathematics, Vol. &1, 13840, 9. 2698-292, In die
oleiche Richtung zielt auch der Ansatz von :Good, T.J.,
Probability and the Weilghting of Dvidence, London und New
Yerik 1850,

/2]

8 P!

e
i

O

(75}

Vel, Gottinger, Ho=W., Konstruktion subjeltiver Wahrschein-
Lichbkeiten, a.a4.0., 5. 511 tt.



orientierten Teilen dieser Abhandlung scheint hier die mehr
behavioristische Betrachtungsweise angemessen zu sein., Diese
im wesentlichen von Ramsey, De Finetti und Savage beeinflufte
Richtung steht deshalb im Mittelpunkt der folgenden Ausfiih-

rungen,

Ausgangspunkt flir die Definition einer qualitativen Wahpgchein-

lichkeitsstruktur ist das Tripel (Z, U, < o) mit
- Z : ein Ereignisraum (Z sei endlich) ;

- U ein System von Teilmengen Zj ¢ Z , das entweder

eine endliche Boolesche Algebra oder sogar eine
Boclesche o-Algebra von Z darstellt;

- "< o": eine zweistellige Relation auf U mit folgender
In’cez‘pr*eta*t:ion:“Z:.L L o0 Zj" bedeutet, dabl fir zwei
Ereignisse Zi’ Zj e U gilt:

7. ist hdchstens so wahrscheinlich wie Z. %
i | *

Die Frage, ob U als eine endliche Boolesche Algebra gefordert
werden soll, somit also ein endlich additives Wahrscheinlich-
keitsmal® auf U konstruliert wird, oder ob von U die Eigenschaf-
ten einer Booleschen c-Algebra verlangt werden collen, was

zu einem abzdhlbar additiven Wahrscheinlichkeitsmal auf {
fiihrt, ist in der Literatur der AnlaB einer Reihe von Kontpre-
versen.1 Zwar ist die abzdhlbare Additivitdt (o-Additivitit)
von Wahrscheinlichkeitsmafen vom theoretischen Standpunkt aus
eine auferordentlich angenehme Eigenschaft, da mit ihrer

Hilfe viele S&tze der Wahrscheinlichkeitstheorie bequem bewie-
sen werden kdnnen, doch erscheint ihre Forderung empirisch
nicht gerdgend abgesichert und wird fir viele interessante
wahrscheinlichkeitstheoretische Probleme als unnatiirlich
empfunden.2 Da sich die Wahrscheinlichkeitsbewertungen in ei-
ner endlichen Welt auf endliche Bereiche beschrinken, begnligt
sich Savage in Ubereinstimmung mit De Finetti und Koopman wmit

Vigle Cottinger, H.-W., Subjektive Wahrscheinlichkeiten,

Goéttingen 1974, S. 46 I,
) .

Lihenda, S. 46.
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der Forderung der endlichen Additivita‘t.1 Obwohl auch flr
sein Entscheidungsmodell die Existenz eines g~additiven
Wahrscheinlichkeitsmakes gezeigt werden konnte,2 scheint fiur
die Untersuchung der Axiomensysteme in Hinsicht auf die
Probleme bel der Schdtzung von subjektiven Wahrscheinlichkei-
ten in praxisrelevanten Entscheidungssituationen die Betrach-
tung von endlich additiven WahrscheinlichkeitsmaBen auszurei-
chen. Deshalb sei U im folgenden eine endliche Boolesche Alge-
bra von Z. ' '

Definitiom 3.1.: endliche Boolesche Algebra:

Ein System U von Teilmengen Z‘, cees Zm von Z

heift endliche Boolesche Algebra von Z, wenn gilt:

(1) Zeu |,

(2) Z. e U~ Zj e U

J

m

(3) - \UJ 2. €U .
j:]_ j :

e

1 Vol., Savage, L.J., The Foundations of Statistics, a.a.0.,
gl. Sa ]

S' L‘.’3‘
Yol. Fine, T., A Note on the Ixistence of Quantitative

: . Loy . e SN TR Vg e g L
D;ohabslity, in: Annals of iathematical Statistics, Vol, 42,

1671, S. 1182-1186.

N
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3.2. Irste Ansdtze einer behavioristisch orientierten

subjektiven Wahrscheinlichkeitstheorie

Der Aufbau zahlreicher Axiomensysteme subjektiver Wahrschein-
lichkeiten ist wesentlich durch die Ansédtze von De Finetti
und Ramsey gepridgt, die auf zwei verschiedenen Wegen die
Grundlagen eines Entscheidungsmodells bei Unsicherheit dar-

stellen.

Ein auf Ramsey zurlickzufiihrender Gedanke geht von der Suche
nach einem Zufallsereignis mit der subjektiven Wahrschein-
lichkeit p = 1/2 aus.1 Mit Hilfe dieses Ereignisses wird
eine Nutzenfunktion der Ergebnisse bestimmt, die fiir die
Messung cder subjektiven Wahrscheinlichkeiten der Naturzustéin-
de herangezogen wird. Allerdings wird von Ramsey nur kurz
skizziert, wie eine Hutzenfunktion festgelegt werden kann,
ohne daf die Existenz eines numerischen Wahrscheinlichkeits-
mafles vorausgesetzt werden muB. Dabei geht er davon aus, da’
ein Individuum die Schétzung der Wahrscheinlichkeiten auf

seinen intuitiven hypothetischen Grad des Glaubens stitzt.

De Finettis. Ansatz geht dagegen von der unmittelbaren Be-
trachtung subjektiver Wahrscheinlichkeiten aus. Seine Theorie
besteht aus einer Reihe von Regeln, die eine konsistente sub-
jektive Bewertung der Ereignisse festlegen.3 Er fithrt eine
qualitative Wahrscheinlichkeitsordnung ein, lber die er zu
den subjektiven Wahrscheinlichkeiten flr alle Ereignisse ge-
langt. Das somit festgelegte Wahrscheinlichkeitsma® kann dann

zur Nutzenmessung herangezogen werden.

vgl- Ramsey, FQPI, a.a.o-, Sc 77 ff’

Ebenda, S. 82 ff.

(5]

Vgl. De Finetti, B., a.a.0., S. 103 ff.



5.3, Die Theorie von Savage

3.3.1. Prdferenzordnungen zwischen Entscheidungsakten und
Ergebnissen

Indem er den Ansatz von Ramsey systematisch erweiterte, gelang es
Savage durch die Definition von Prdferenzordnungen zwischen Ergeb-
nissen, eine Verbindung von Priferenzordnungen zwischen Entschei-
dungsakten und einer qualitativen Wahrscheinlichkeitsordnung zwi-
schen den Naturzustdnden herzustellen und somit einen geschlosse-
nen entscheidungstheoretisch orientierten Aufbau des subjektiven

Wahrscheinlichkeitsbegriffs zu erreichen.

Ausgangspunkt fir sein System ist eine durch das Tripel (Z, A, e)
gekennzeichnete Entscheidungssitua‘cion.1 Weiter flhrt er eine zwei-~

stellige Relation "<" auf A ein, flir die er fordert:

Postulat P 1 : Schwache Prdferenzordnung auf A:

Die zweistellige Relation "«" ist eine schwache Pr&ferenzord-

nung zwischen Entscheidungsakten, d.h. filir a. aj, ap € A gilt:

(a) Vollsténdigkeit:

(b)Y Transitivitdt:

Dieses Postulat ist im normativen Sinne zu verstehen. Eine Ver-

letzung der Forderungen wird von Savage als "logisch widerspriich-
. A

liche Handlung angesehen. Flir &hnlich allgemein akzeptierbar hdlt

er die Aussage des Sicherheitsprinzips, das er mit Hilfe der De-

’h

nition einer bedingten Aquivalenz von Entscheidungsakten ein-

fﬁhbt.

———,

ke e s b

-

ird die Funktion e nlcht nur auf ihkvem vollstin-
iions ahey E’lCh sondern auch auf Teilber t’JChen ei,
a e. € e , betrachtet, deren Definitions-

8 g

2

Vgia S&Vagaﬁ L.J., The Foundations of Statistics, a.a.0.,

. 183 wie er zeipt, lassen sich aus """ auch die Relatio-
fen Met net o und "o leicht ableiten.



Definition 3.2.: bedingte Aquivalenz von Entscheidungsakten:

Zwel Entscheidungsakte a;s a5 € A  heifen dquivalent

in 2, ¢ %, wenn ¥ z ¢ Zg gilt
a, (z) = ay (z) .
Postulat P 2 : das SicherheitSprinzip:1

* .
Wenn es a.,, a, , aj, ajf e A und Z2 ¢ Z gibt mit:

(1) a., % a. ,
i

J
N L . = * LI .
(2) a; aj dquivalent in Zz N as aj aquivalent
in ZQ,
£, . . o, .
(3) a;, a; dquivalent in Z, A ay, as dquivalent
in Zg,

dann gilt

Bei der Formulierung des Sicherheitsprinzips f&11lt implizit

die Definition einer bedingten Prdferenz an.
Definition 3.3.: bedingte Prdferenzordnung:

Eine Pré&ferenzbeziehung a; £ aj (ai, aj € A) gilt unter

der Voraussetzung, daB Z, ¢ Z eingetroffen ist,

%
# * )
(ai < aj)l Z,» wenn 3 a; s 2y ¢ A mit
* *
(1) (a; = a; » ay ¥ aj ) auf 7, ,
(2) ai* z aj* auf 22 und
(3) a.*:g a. ¥ .
1 J

1 Vizl. Savage, L.J., The Foundations of Statisties, a.a.0.,

S. 23.



Weiter folgt aus dem Postulat P 2 eine Art Dominanzforderung

fir die Prdferenzrelation auf A.
Satz 3.1.:

Es seien Zl""’ Zr eine Partition von Z_ ¢ Z

L
a s, aj € A, dann gilt :

(78
2l
A
3
<2
=~
n

(1) Aus (ai 1,000,

folgt (ai

N
B
L.
~
N

(2) Aus (a, 3 a.) | 2
1 J

und 33, J e (Lyeursr) (ai < aj) | Z.

folgt (a, < aj) [ Z

Bisher galt die Betrachtung der Konstruktion einer Pr&dferenz~
ordnung zwischen Entscheidungsakten. Im folgenden gilt es mit
dieser Beziehung auch eine Prédferenzordnung zwischen den Er-
gebnissen (Konsequenzen) festzulegen. Dazu definiert Savage

zundchst einen konstanten Entscheidungsakt.
Definition 3.4.: Konstanter Entscheidungsakt:

Ein Entscheidungsakt a, e A heiBt konstant, wenn fir

#
~
N

e.

i3 ; j) und ¢ eine beliebige Konstante gilt:

& ) = ¢ ¥z. e Z .
e, ( Z3 5

Diese Beziehung, die im folgenden mit

a. = e,
1 X

beschrieben sei, bildet die Grundlage flr die Konstruktion
einer Priferenzordnung zwischen Ergebnissen und das darauf

basierende Postulat 3.

. Vgl. Savare, L.J., The Foundations of Statistics, a.a.0.,

i
S. 2hy wenn die Pariition als Vereinipune paarwveise element-—
fremder Teilwmengen deliniert ist, dann L3810 sich die Aus-
sage einfach mittele Induktionsbewcises herleiten.
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Definition 3.5.: Priferenzordnung zwischen Irpebnissen:

R ej gilt:

Flir zwei Ergebnisfunktionen e,
e. £ e, <=> (1) e. £ a. A e. = a. .
i J 1 1 ] J
(2) a, % a, .
1 ]
Postulat P 3
Wenn fir a., a. € A a. = e. a, = e. i d
Wen it i e und 3 ej giltydann

ist folgende Beziehung richtig:
1

.4 a2, <=> e, 4 . e
a; & 2 i % ey
In Verbindung mit dem Satz 3.1. ergibt sich unter Berlicksich-

tigung von Postulat P 3 eine weitere Dominanzforderung:

Satz 3.2.: .
Es seien Zl;..., Z, eine Partition von Z, ¢ Z ; Z, g

.
3

ajs a5 € A oes, es zweili Ergebnisfunktionen, dann gilt:

(1) Schwache Dominanz

(2) Starke Dominanz

Vk'
k=l,¢ee,0  2£2,

: t:-—-:(. .EC. . . '/‘
Jk v (e, ajne; 1J«el<03) | 2y ]

Ke(d,.e00) chk
2
M <ai< aj) l 22’ )
| LRI O J

Srod

L.J.,y The Toundations of

AT NPV

L ;i\"_&f_-f, Oy

Dl 26,

T M ~ PN} UL T . 4. . . .,.

ticem stz 3.1, berldcksiehtipt wind, 10!

¢ . -~ A B - ," — P e e i

oo o Tenmrantdiiehy virle Tavaee, Lo

« K oo . - S s :
slhatisiien, d.a.0., 5. 26,

NI P O



Mit diesem Satz ist der speziell. entscheidungstheoretisch

orientierte Teil abgeschlossen.

3.3.2. Die Einfihrung der quélitativen Wahrscheinlichkeits-
ordnung '

Die zweite Gruppe der Savage-Axiome ist auf den wahrscheinlich-
keitstheoretischen Teil seiner Entscheidungstheorie bezogen.
Dabei wird die subjektive Wahrscheinlichkeit als eine zwei-
stellige Relation ('"nicht wahrscheinlicher als") auf der Menge

U derart eingefiihrt, daB sie dann und nur dann existiert, wenn
eine ibereinstimmende Prdferenzrelation ("4") auf A definiert
werden kann. Dazu wird zundchst der Begriff der Lotterieaussicht

mit dem des Entscheidungsaktes verbunden.
Definition 3.6.:

Einer Person eine Wette flr den Fall anzubieten, daB

Z1 e U eintrifft, bedeutet, daf ein Entscheidungsakt a,

existiert, flir den gilt:

1

"
O
<«
m
N

e (z)

~~~
N
A
]
(]
DN~
<43
Y]
N

und eZ' < e,
1 1
Das folgende Postulat bewirkt dann, daB die Priferenzordnung

. zwischen den Entscheidungsakten von dem Wert der Ergebnisse
unbertdhrt bleibt, egal welches Ereignis auch immer eintrifft. !

gglélsavage, L.J., The Foundations of Statistics, a.a.O.,



Postulat P 4 :

Wenn e e.', e., e.'; Zz, Zk e U und

A,y 3 @Q@avp. s Aeg 5. ds derart existieren, daB
1&2 1Zk 342 jZk
“ ] t
(1) e;' < e. ej < ej 3
(2a) eizz(z) = ey ey (z) = e. ¥z e 2, ;,
L
. ' 1 7 .
eizz(z) = eyt s esy (z) ey Yz e Z, 3
L
(2b) eiZk(z) = es ejzk(z) = ey ¥z e 7,
e., (2) = e.' , e.., (2} = e.' ¥z ¢ Z, .
1Zk i jZk 3 k »
(3) a., < a.
122 1Zk

erfiillt sind, dann gilt auch

< a
L

a h : *

12 3Zk

Unter Verwendung des Postulats P 4 18Rt sich eine qualitative
Wahrscheinlichkeitsordnung fir beliebige Entscheidungsakte und

Ereignisse definieren.

Definiticn 3.7.: qualitative Wahrscheinlichkeitsordnung:

Eine qualitative Wahrscheinlichkeitsordnung auf U, verstan-

den als Relation Zz <0 Zk (ZR ist "nicht wahrscheinlicher
als" Zk) zwischen Ereignissen Zg, Zk e U , existiert dann
und nur dann, wenn es e%' < e, und az » @, € A derart

, L k
gibt, daB gilt:

2]
-
—
BN
o
1t
9]
<
&
m
~3
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-
N

I

Un -den trivialen Fall zu vermeiden, da alle Ergebnisse
zueinander indifferent sind, wird eine zusdtzliche technicche

Bedingung benbtigt.

Postulat P 5 :

Es gibt mindestens zwei Ereignisse ei> ey » SO dah

. e.
el< 3

gilt.i

Wenn die Postulate P 1 bis P 5 gegeben sind, kann gezeigt
werden, dafl das Tripel (Z, U, <o) tatsdchlich die Eigen-
schaften einer gualitetiven VWahrscheinlichkeitsordnung hat,

d.h. flir 2 ZZ’ Z; €U gilt:

13
(1) "<o" ist eine schwache Ordnung (Transitivitdt,
Vergleichbarkeit)

(2) Z, <0 Z

1 A (Zf\Z = Z,n2, = @)

2 3 2 3

<=> Zl,V 23 <o 22 v 23 ;

(3) D <02, ¥2,eU', ® <o 7.
i i

3.3.3. Quantitative subjektive Wahrscheinlichkeit

Zu untersuchen sind jetzt noch die Bedingungen, die die
Existenz eines endlich additiven MaBes P auf einer Booleschen
Algebra U sicherstellen, das die Eigenschaften eines quantita-
tiven ﬁahrscheinlichkeitsma%es2 hat und nit (2, U, <0) ver-

trdglich ist.

Vgl. Savage, L.J., The Foundations of Statistics, a.a.0.,
S. 31. '

Ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf ciner Menge U ist eine Tunk-
tion ® : U » Rmit den Eigenschaften:
V_,‘ vy ¥ -1 .
(1) P(._.i) 20 ¥ Zim ;

(2) PQU) =1 ;
(3 P(uiu;i;j) = P(Z’i) + P(:’lj>
fir 245 25 & U und Zynly = 0.



Definition 3.8.: Vertrdglichkeit:

Seien Zis Zj € U gegeben, dann heift ein Wahrscheinlich-

keitsmall P auf U:

(a) '"strikt vertriglich" mit (Z, U, <o) , wenn
Z; %0 Zj <=> P(Zi) < P (Zj) 5

(b) "fast vertriglich" mit (Z, U, <0), wenn

Z, <0 7. => P (2.) < P(Z.). !
i i 3

(]

Um diese Vertrdglichkeit nachzuweisen, geht Savage von dem Be-
griff der uniformen Zerlegung von Ereignissen und von bestimm-

ten Eigenschaften der Relation <o aus.

Definition 3.%.: fast uniforme Zerlegung:

Eine h-fache fast uniforme Zerlegung eines Ereignisses

Zi € U ist eine Zerlegung in Teilmengen ij, (3 7 150y

so daf flir.r < h gilt:

J Z.. <o Zo.
EERNES B FC

Definition 3.10.:
(a) "<o" ist fein:

Dann und nur dann, wenn ¥ Z, ¢ U , @ <o Zi , eine Parti-

i
tion {Zg s 3 = 1,...,h} von Z mit
7% <o 7.
3 i

existiert, heilt "<o" fein, und (Z, U, 20) ist eine feine
qualitative Wahrscheinlichkeitsstruktur bezliglich einer

Familie von Zerlegungen {Zj} .

1 . . .

Im Sinne der MefRtheorie karnn ein strikt vertrdgliches

Wahrgcheinlichkeitsmald P als eine reelle nichtnegative

und additive Mengenfunktion

. r
(s, U, 20) -» ({0,1],0,<)

vwr~xirunn werden, wobei O die Klasse derBorclschen Mencen

Vo [U hezeichnet.

h)



(b) Fast dquivalente Ereignisse:

Zwel Ereignisse Zi’ Zj e U heiRen "fast dquivalent",
geschrieben als "Zi ~0 Z." , dann und nur dann, wenn fir

alle 2y, Z, e U , § <o Zy> Zgs Mit ZonZ, = zjnzz = @ gilt:
Z. L0 7. . Z . .
‘.]“OZlqu/\ZlS_ZjuZl

hebenbemerung Aquivalente Ereignisse (Z = Zz) sind na-

tlirlich auch fast dquivalent.

(c) '"<o" ist fest:

Die Relation "<o" soll als fest bezeichnet werden, wenn
jedes Paar von fast dquivalenten Ereignissen auch dquiva-

lent ist.

Mit Hilfe der Definitionen lassen sich die gewlinschten Aussagen

bezlglich der Vertrdglichkeitsbedingungen treffen.

Satz 3.3.: "fast vertréglich":1

Es sei (Z, U, <0) eine feine qualitative Wahrscheinlich-~
keitsstruktur, dann existiert ein eindeutig bestimmtes
WahrscheinlichkeitsmaR® P, das mit dieser Struktur fast

vertrdglich ist.

Wéhrend auch die bei De Finetti und Koopmann angegebenen Be-

dingungen zu dieser Aussage flihren, erreicht Savage sogar die

strikte Vertrdglichkeit.

Satz 3.W.,:
(a) M"strikt vertrdglich":

Wenn "<o" sowohl "fein" als auch "fest" ist, dann ist das
einzige Wahrscheinlichkeitsma® P, das mit (Z, U, <o) fast
vertridglich ist, mit dieser qualitativen Wahrscheinlich-
keitsstrulktur auch sitrikt vertriglich, und es existieren

Zerlegungen von Z in beliebig viele dquivalente Ereignisse.

e

Zum Rewels dieser Aussage vil. Savape, L.J., The Foundations
Of: f‘: ('lil%tlf‘ Cz.c(‘.(}-} Sn 31‘? ‘vfo



(L) Existenz einer feinen und festen Relation "<o"

Die Relation "go" ist dann und nur dann fein und fest, wenn
Ur all . . it Z. < . iti ¥
fir alle 7., ZJ e U mit Zz, <o ZJ Partitionen {Zk} von

Z existieren mit

* # 1

Z, v 2, <o Zj , ¥ 2,7 € {Zk*} .
Die Bedingung fir die Existenz einer feinen und festen Rela-
tion ist der Tnhalt des Postulats P 6' bei Savage. Aus wahr-
scheinlichkeitstheoretischer Sicht reicht dieses Postulat voll
aus, doch um in einer allgemeinen Formulierung die Entschei-
dungsakte mit einbeziehen zu k&nnen, stellt er mit Postulat P 6

eine etwas sté&rkere Forderung auf:

Postulat P 6
Es seien a;, a: ¢€ A mit a; < aj und ey > eine belie-
bige Ergebnisfunktion, gegeben, dann gibt es eine Partition
{ZP [ » =1,...,h} von Z derart, daf falls
(a) a, auf einem beliebigen Z_ e {z_} derart zu ai'
modifiziert wird, daR

' _ .
as (z) = ey ¥z ¢ Zr

a.' (z)

; ai(z) ¥z ¢ Ar

gilt, die Beziehung ai' 4 as erhalten bleibt;

(b) 2y auf einem heliebigen 7 e {2,] derart zu aj'
modifiziert wird, dab

' - T,
aj (z) = e ¥z € Lr

iH

! a.(z) ¥z ¢ 7
aj (z) 3 e 7,

gilt, die Beziehung a; < aj' erhalten bleibt.?2

ot s s o A

1 5 R : : s e . s
Vel. Savage, L.J., The Foundations of Statistics, a.a.C.,

nc)c 38 fn

N



3.4, Weitere Systeme zur Konstruktion eines subjektiven

WahrscheinlichkeitsmaBes

Als eine Weiterentwicklung des Systems von Ramsey k&nnen auch
die Arbeiten von Suppes und Winet sowie von Davidson und
Suppes angesehen werden. Suppes und Winet verfolgen in erster
Linie das Ziel der Axiomatisierung von Nutzenvorstellungen
iber die Betrachtung von Nutzendifferenzen. Mit dieser Inten-
tion stellen sie ein System auf, dessen elf Axiome eine un-
endliche Differenzenstruktur (e,%,<) begrinden, wobei

- £ " 3ls zweistellige Priferenzrelation zwischen Er-

gebnissen zu interpretieren ist und

- " <" als vierstellige Relation zu verstehen ist, die

gsich auf die Nutzendifferenzen zwischen Paaren von Er-

gebnissen bezieht.?

Indem sie implizit von der ethisch neutralen Proposition
(Ereignis mit der subjektiven Wahrscheinlichkeit von p = 1/2)
ausgehen, erreichen sie, daB durch die Axiome die Existenz
einer bis auf positive lineare Transformationen eindeutig
bestimmten reellen Nutzenfunktion auf e gewdhrleistet wird.
Die problemlos m8gliche Ergdnzung dieses Systems durch ein
zusdtzliches Postulat flhrt dann zu einem quantitativen

Wahrscheinlichkeitsmaﬁ.2

Durch eine Abwandlung der unendlichen Differenzenstruktur
zu einem endlichen System und der zusdtzlichen Betrachtung
von subjektiven Wahrscheinlichkeiten errceichen Davidson und
Suppes eine simultane Axiomatisierung von Nutzen und sub-
Jektiven Wahrscheinlichkeiten.g Zusdtzlich zu dem die Aus-
gangssituation beschreibenden Tripel (A, 2, e) und dem

Tripel (4, U, <o) flhren sie zundchst noch

J e v Y

1 Vgl. Suppes, P. und M. Winet, a.a.0., S. 263,

2 Veol, Fishburn, P.C., Decision and Value Theor: a.a.o.
& > H b) ’
S, 174,

Vgl. Davidson, D. und P. Suppes, a.a.0.

W



- eine flinfstellige Relation M ein, die eine Indifferenz

zwischen Alternativen beschreibt (z.B. e e2 M(Zl) e

1’ 3’

e, <=>
y

jemand ist indifferent zwischen e, |Z

e, lZ und
1 1

- das ethisch neutrale Element Z* e U ein.

AuBerdem wird zur Vereinfachung der folgenden Darstellung

definiert:

- die Nachfolgerelation I :

e, I e. <=> e, <0 €. A
1 3 1 J

¥ e @ e. <O e, => e, L0 e

- die Michtigkeit von I :

e. Ile. <=> e, T e.

1 J i J
) ! . . n-1 )
ey Tiey < >3 e, mit e, T "e, und e, I e, ;

~ die Verh#ltnisfunktion r:

r (ex, €5 €4 eq) z Qo

<=>71n,m (n,m = 0, 1,2,...) mit
(i) o = ®/n
(i1) e $ e, v eg % e,

- m n
(ii1) [elI e, A eSI eu] v
m

[e,T7 ey T oegl v

FoL . N n 4

L] = €y» m=0 A (e4 I ey v e3I eq)J N
m -

e, = e, n=0A (e, T e, v & e

dabel kanr r als das Verhdltnis der Anzahl der Intervalle
i

T m

~

ischen €y und e, und der Zahl der Intervalle zwischen
&

e, und ey interpretiert werden.

P “ e : . . .
Bei ihrer Parstellung des Systems beziehen sich Davidson
und Suppes auf eine 2 X 2 Dntscheildungssituation:
’ Z
IJJ 1
a e e
1 1 2
I3 = 2 '
2 3 “y ;

vel, Uaviason, D. ound P, Suppes, a.a.0., S. 265,



Mit Hilfe dieser Begpriffe werden dic Axicme ffir cine "end-

liche ritionale Wahlhandlungsstruktup" angegeben,

Definition 3.11: endliche rationale Wahlhandlungsstruktur:

Es seien e, Z, U, <0, M und Z* gegeben, dann und nur
dann bildet (e, 2, U, <o, M, Z ) cine endliche rationale
Vahlhandlungsstruktur, wenn fur alle es, el' £ e,
i=1,2,3,4 und fir alle &1, Zl‘ € U die folgenden

Axiome gelten:

Al : "<o" ist eine schwache Ordnung auf e ;
A2 : ey $ e, => ., e, M(Z,) €ys €4

A3 : e M(Z) ey, €, => e, = e

b 1

I . } ’: | =S 1 i .
At i ey e) M(Z,) e, e => e F e, A€y % €

10 €y ”(Zi) esys €, > e

ela 82 Il(zl) es, eL} == ez, 9 1

. A0 7 y N 1 ]
A7 [ei, e, M(Z.) ey, e, A ey € M(Z,) ey ey ]

A5 : e

Ab

= 4 ' r .
> e e, I(Zl) es's et

A8 [el, e, M(Zl) eys ey, A €, 1 ey A ey <O e3]
=> e, <0 ey;
A9 : [el Ie,ncgTe, ~ney ey, ~ne,d é3}
=> e; € M(Z ) e e2 3
A10: [r (el,ez; e3,e4) = (e , e’ es', eq')

Aegs ey H(Zy) e,y egney! te A, e3']
| => ey ts et MEZ ) ety ety
All: [el, e, M(Z ) e3,‘quA ei', e2‘ M(Zl') es's e
A 2y 7 ']

=> P (eu, e, € eﬁ) <r (e LR ez‘; e’ 63‘),

3("} J‘ >
vorau%g setzt dab (e, ey v e, 7 e,) A

*“3 ‘2 '}eq') )

B e r———

1

Vol. Davidson, D. und P, Suppes, a.a.0.,, S. 2v7.



A12 ¢ Je, e e ,1i=1,...,4 mit

9

ey e M(Zl) €5 € A (e1 $ ey v e, 1 ey ) .

Auf Grund dieses Axiomensystems gelingt es Davidson und
Suppes, die ILxistenz einer reellen Nutzenfunktion und eines

nicht negativen additiven WahrscheinlichkeitsmaBes zu zeigen.

Satz 3.5 1

Es seil (e, Z, U, <0, M, Z*) eine endliche rationale Wahl-

handlungsstruktur und n+ die Anzahl der Elemente in e , dann

(1) existiert ein georidnetes Paar ({,p) von reellwertigen
Funktionen, wobei § auf e und p auf U derart definiert
seien, daB ¥ e; € e, i=1,...,4, und Zi’ 22 e U gilt:
(a) e, <o e,
(b) p (Zi) 2 0,

<=> 0 (e;) < ¢ (e,

(¢ p(Z) =1,
(@ p (Zy) +p (21) = 1.,

(e) Zy < Z,=>p (Zi) <p (Zz),
10 &y M(Z) g, ey

> Qe 1 0 te) A D lep) 10 (o) A

(f) e

p(2,) @(e1)+p(21) @(62) = P(Zl) ¢(63)+p(21)@(c44

(2) gilt fir n* > § falls (@1, pi) und (¢2, pz) zwel ge-
crdnete Paare sind, die die Bedingungen unter (1)
eriililen:

(a) py; =Py
(b) J a,b e R mit a > o derart, daR ¥ e. € e gilt:

0,Ce;) = a §,(e) + b

1 . - ; . . . .
Die Dorstellung und den Beweis des Satzes siche bei:
Davidsoen, D. und P. Suppes, a.a.0., S. 271 ff,

2 - + . . . s .
Die Voraussetzung n 2 5 i1st notwendig, da M einpe finf-

etellige Relation ist.
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Im Cegensatz zu dem System von Savage wird also eine schwa-
che Pridferenzordnung auf der Menge A fiir die Ableitung dieses

Wahrscheinlichkeitsmafes nicht verausgesetzt.

Ein weiteres System, das der Theory von ‘Savage in vielen Punk=-
ten mehr dhnelt, wurde von Suppes1 vorgestellt., Doch statt
der von Savage eingeflhrten Préferenzrelation "L onoguf A
fihrt er eine zweistellige Pr&ferenzrelation "Z£ o' auf dem
kartesischen Produkt A4 X A ein, die eine Menge geordneter

o1
bedeutet: (1/2 ai', 1/2 aj') wird gegeniiber (1/2 a,s 1/2 aj)

Paare (a., a:) € A x & derart erzeugt, dab (a., a.) £o (a.',a.")
1 ] he 1 J
schwach vorgezogen. Uber diese M8glichkeit des Vergleichs von
Entscheidungsakten kommt er auf ein System von elf Axiomen,
das eine ‘"rationale subjektive Wahlhandlungsstruktur"
. . — 2 - . .
(2, e, A, x0) definiert.” Auf der Grundlage dieser Axiome
kann er zeigen, daB es eine reelle Funktion ¢ auf A gibt, mit
(1) ¥ a,,a., a.', a.' € A :
ql’j’ 53
(a.,a.) 2o (a.',a.') <=> ¢ (a.) + 9(a.) > 0 (a.")+ G(a.")
;s i3y b (ag) + 0Cas) 2 ¢ (a; )+ Gla,
(2) ¢ ist eindeutig bis auf positive lineare Transforma-

tionen bestimmt;

(3) wenn es eine auf e definierte Funktion u gibt, so
daB ¥ e, e e : ule,) = 0 (e.”) -
i i i
gilt, dann existiert ein endlich additives Wahrschein-
lichkeitsmal p auf Z derart, daB ¥ a. € A, u oo a;

beschrinkt, gilt:

¢ (a0 =/ (wea.) (z) dp(z).

7
Kurz erwéhnt seien auch noch einige weitere Vorschldge zur
axiomatischen Bestimmung eines subjektiven Wahrscheinlichkeits-
mabes, die aber keine wesentlich neuen Gesichtspunkte be-

rilcksichtigen, bzw. nur auf Teilprobleme beschrinkt sind.

oy
]

1 Suppes, P.  The Role of Subjective Probability and Utility
in Decisic Making, a.a.0,

2 Lhenda, S. 643 aufl die Angabe der Axiome soll verzichtet
werden, da es hier nur auf das Ergebnis ankommt.

3

Chanda, S. 8.
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Line Verbindung der von Neumann-Morgensternschen Theorie1
mit subjektiven Elementen versuchen Anscombe und Aumann {iber
Renn(wett)lotterien herzustellen.2 Thr Ansatz, eine Objek~
tivierung der subjektiven Wahrscheinlichkeitstheorie ﬁber
die Betrachtung von Gliicksspielen und Wettsituationen zu
erreichen, ist aber kaum auf allgemeine Entscheidungssitua-
tionen zu {bertragen. Diese Aussage gilt auch flr das Mo-
dell von Pratt, Raiffa und Schlaifer, das auf der Basis von
hypothetischen Experimenten mit bestimmten Eigenschaften
(carnonical experiments) und durch die Verwendung von Lotte-
riefunktionen zu einer Skalierung von Nutzen und subjektiven

Wahrscheinlichkeiten gelangt.3

Auch Fishburn geht zundchst von der von Neumann-Morgenstern-
schen Theorie aus und erweitert diese durch geeignete Inter-
pretationen im subjektiven Sinne zu einem Axiomensystem auf

der Basis eines Nutzenmodells.® Ein zweiter Ansatz kommt zu

inem System, das dem von Suppes stark &hnelt und nur in ei-

5

nigen Punkten etwas weniger allgemeine Anforderungen stellt,

auch wenn er von wesentlich anderen Voraussetzungen ausgeht.

Die von Neumann-Morgenstern Axiome setzen voraus, daf
dem Urteilenden die (objektiven) Wahrscheinlichkeiten be-
kannt sind; vgl. von Neumann, J. und 0. Morgenstern, Theory
of Games and Economic Behavior, second edition, Princeton
und Hew York 1947.

2 Vgl. A qcombe, F.J. und R.J. Aumann, A Definition of

ubz ective Probability, in: The Annals of Mathematical

Statistics, Vol. 34, 1963, S. 189-2095.

Vgl. Pratt, J.W., H. Raiffa, und R. Schlaifer, The
Foundations of Decision under Uncertainty: An Elementary
Exposition, in: Journal of the Aumerican Statistical Asso-
ciation, Vol. 59, 1964, S. 353-375, hier S. 365 ff.

Vgl. Fishburn, P.C., Preference-Based Definitions of
Subjective Frobability, a.a.0., S. 1606 ff,

o

3 1.

IR

Ebenda, S. 16



3.5. 7Zur Relevanz der Axiomengysteme in Entscheidungs-
situationen

3.5.1. Bemerkungen zu den verschiedenen Systemen

Obwohl nur die behavioristisch orientierten Ansétze betrach-
tet wurden, die alle gewisse &hnliche Ziige aufwiesen und im
wesentlichen auch das gleiche Ergebnis, die Existenz einer
eindeutigen Verteilungsfunktion auf Z, erreichten, zeigten
sich schon unter diesen Systemen unterschiedliche Ansatz-
punkte uné Ausprdgungen. Jedes dieser Axiomensysteme auf der
Grundlage einer Priferenzstruktur hat seine speziellen Eigen-
schaften und daraus folgend seine besonderen Vor- und Nach-

teile.

Die Theorie von Savage ging als erste {iber die frihen An-
sé¢tze hinaus und erreichte einen geschlossenen, systemati-
schen Aufbau einer entscheidungsorientierten subjektiven

rscheinlichkeitstheorie. Aus der Kritik an diesem Modell

<
=

o1}

oy

entstanden Systeme, die den Haupteinwand an dem System von
Savage, die implizite Annahme einer nichtendlichen Menge 7
durch das Postulat P6, zwar vermieden, dafiir aber erhebliche
Einschrénkungen in der Allgemeinheit oder Probleme an ande-

rer Stelle in Kauf nehmen muBten.

Das Axiomensystem von Davidson und Suppes beriicksichtigt die
Endlichkeit des Zustandsraunes Z, bezieht sich aber nur auf
Errtscheidungssituationen, bei denen der Zustandsraum in
zweielementige Partitionen zerlegt werden kann. Zu dieser
einschridnkenden Annahme kommt als weiteres Problem, dafR auf
Grund der bndlichkeit von 7, die zu der Forderung Ifihrt, dal
alle Ergehnisse “egually spaced in utility" sind, die sich
ergoehende Wahrscheinlichkeitsfunktion nicht allgemein additiv
ist Wahrend dieses System somit nur in ganz spezicllen
Situationen eine addquate Beschreibung darstellt, ist der
diesen System &hnliche Ansatz von Suppes eher eine Alternative
zu der Theory von Savage. Auvch bei ihm ist die Anzahl der
sustdnde der Natur beliebig, was ihn zu der Aussage veranlallt,

Vel., Davidson, D. und P. Suppes, a.a.C., S. <7h.
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dafh sein Ansatz flir viele Anwendungen als Grundlage mehr
geeignet erscheint, als die vom dsthetischen Gesichtspunkt
vielleicht vorzuziehenden Axiome von Savage.1 Dabeil gewich-
tet er aber den Haupteinwand gegen sein System, daB die
Eindeutigkeit der a priori Verteilungsfunktion auf Z auf der

Grundlage seiner Axiome nicht nachgewicsen werden kann,

nur sehr gering.

Die Systeme von Anscombe und Aumann; Pratt, Raiffa und
Schlaifer sowie der erste Ansatz von Fishburn leiden alle
an einer fehlenden Allgemeingliltigkeit, so daf® ihnen nur in
sehr speziellen Fdllen eine Bedeutung zukommt. Auch der
zweite Ansatz von Fishburn, der als Spezialfall des Systems
von Suppes angesehen werden kann, unterliegt dieser Kritik,

wenn auch nicht in dem starken MabBe.

Es zeigt sich somit, daB® vom formalen Standpunkt aus keine
der vorgestellten Theorien den Anforderungen an ein allge-
mein anwendbares behavioristisch orientiertes Axiomensystem
vollstdndig gerecht wird. Das flihrt bei Suppes in einer neuc-
ren Arbeit zu dem Schluf, die Zielrichtung einer exakten
Messung von subjektiven Wahrscheinlichkeiten aufzugeben.
Statt dessen schldgt er ein Axiomensystem vor, das eine
Theorie des inexakten Messens von subjektiven Wahrscheinlich-
keiten begrﬁndet.z Obwohl dieser Ansatz fir einige Problem-
stellungen der Entscheildungstheorie bei Unsicherheit eine
geeignete Basis abzugeben verspricht, erscheint eine gene-
relle Beschrinkung auf die Theorie des inexakten Yessens

als eine zu extrene Folgerung aus den erdrterten Schwierig-
keiten.

e o st e

1 Vgl. Suppes, P., The Role of Subjective Probability

and Utility in Decision-Making, a.a.0., S. 68.

Seine Theorie des inexakten Messens von subjektiven
Wahrscheinltichkeiten begriindet er durch dice Einfilhrung
von qualitativen Axiomen, die obere und untere Wahr-
scheinlichkeiten betreffen: vgl.  Suppes, P., The
Measurement of belief, in: Journal of the Royal Statisti-
cal Society, B, Vol. 36, 1874, S. 160-175.



Betrachtet man die gegen die Ubrigen Systeme angebrachteﬁ
binwénde, so erweist sich das Axiomensystem von Savage,
unter Berlicksichtigung der von ihm zur Verteidigung seines
Postulats P6 gemachten Ausfﬁhrungen,1 als

eine in ihrem Aussagewert und ihrer Allgemeingliltigkeit
bisher uniibertroffene Theorie. Aus diesem Grunde beziehen

sich die folgenden Betrachtungen im wesentlichen auf die-

ses System.

3.5.2. Die Postulate und das Verhalten der Entscheidungs-

trdger

Einen breiten Raum in der Diskussion um die Axiomensysteme
nimmt die Frage ein, ob die Postulate als allgemein aner-
kannte logische Grunds&dtze in dem Sinne zu verstehen sind,
daf eine verniinftig handelnde Person deren Verletzung als
fehlerhafte und widerspriichliche Handlungsweise empfindet.
Wihrend die von Savage behauptete generelle Akzeptierbar-
keit3 in bezug auf sein Postulat P1 kaum bestritten wird,
wurde die gleiche Aussage beim Sicherheitsprinzip zum Ge-
genstand verschiedener Einwdinde. Besonders die Urnenexperi-
mente von Ellsberg scheinen zu zeigen, daf dieses Postulat

auch von rationalen Personen verletzt werden kann.u Dabei

Savage erkldrt die Akzeptierbarkeit seines Postulats P6
damlt daR er eine vom Entscheidungstrdger fiir jede end-
liche Folge von Wirfen als "fair" anﬁesehene Miinze be-
trachtet; vgl. Savage, L.J., The Fourdatlons of Statistics,
a.a.0., S. 33.

Die Diskussion geht dabei um die Frage, ob die Axiome nur
willkirlich gesetzte, rein formal zu interpretierende An-
fangss&tze darstellen, oder ob sie zugleich selbstevident
- sindj; vgl. zu dieser Unterscheidung: Seiffert, H., Einflih-
gunglgnfgle Wissenschaftstheorie, Bd. 1, Munchen 1973,

Vgl. Savage, L.J., The Fcundations of Statistics, a.a.0.
S. 21.

“ V01 Ellsberg, D., Risk, Ambiguity, and the Savage Axioms,
Quarterly Journal of Economics, Vol. 75, 1961, S. 643~

689; sowie die Kommentare und Ergdnzungen zu dieser Arbeit
von Raiffa und Roberts: Raiffa, H., Risk, Ambiguity, and
the Savage Axioms: Comment, in: Quarterly Journal of Eco-
nomics, Vol. 75, 1961, S. 690-694; Roberts, H.V., Risk,
Ambiguity, and the Savage Axioms: Comment, in: Quarterly
Journal of Economics, Vol. 77, 1963, S. 327-336.



exrveist es sich, daf die Verletzung von Savages behavioristi-
schen Axiomcn zugleich bedingt, daf auch die von NHeumann-

Morgensternschen Bedingungen nicht erfilllt werden.1

Eine Verletzung der entscheidungsorienticrten Axiome

Savages stellte auch MaeCrimmon bei Expcrwmentcn sunt Ent-
scheidungsverhalten von erfahrenen Managern (highlevel busi-
ness executives) fe\,._.2 LEr beobachtet in vielen F#llen In-
konsistenzen zwischen dem aktuellen Verhalten der Entschei-
denden und den durch die Postulate vorgeschriebenen Aktionen.
Bemerkenswert ist jedoch, daf wihrend anschlieflender Diskus-
sionen die Bereitschaft zur Korrektur der Angaben in Richtung
auf das "richtige" Ergebnis sehr groR war und die Abweichun-
gen von dem normativen Verhalten als Fehler angesehen wurden.
Die daraus gezogene SchluBfolgerung, Savages Theorie kdnne
allgemein akzeptiert werden, wurde in Hinsicht auf das auch
bei MacCrimmon am h&ufigsten verletzte Sicherheitsprinzip von
Slovic und Tverskyu in weiteren Experimenten untersucht.c Ch~-
wohl ihre Ergebnisse nicht so eindeutig sind wie die von
MacCrimmon, kdnnen sie doch als eine Bestdtigung daflir ange-
sehen werden, da® die Bereitschaft zur Anerkennung der Axiome

mit wachsendem Verstédndnis der Theorie immer gr&fer wird.

1 Vgl. Gottinger, H.W., Grundlagen der Entscheidungstheoric,
a-a.o-, SI 102.

4 Vgl. MacCrimmon, K.R., Descriptive and Hormative Implica-
tions of the D801510n Theory Poutulates, in: K. Borch and
J. Mossin (Eds.), Risk and Uncentainty, London et al. 1958,

S. 3-24.

3 Ebenda, S. 21.

Vgl. Slovic, P. und A. Tversky, Who Accepts Savage's
Axioms?, in: Behavioral Science, Vol. 19, 18974, S. 368-373.

5 AllePuln“b verwenden sie Studenten als Untersuchungsobjek-
te, was die Vergle ichbarkeit mit der Arbeit von MacCrimmon
becintrichtict, zumal dieser als Nebernergebnis herausfand,
dal die run”nohornn Hanager im Durchschnitt bessere Lr\pD“
nisse erzielten als ihre weniger erfahrenen Kollecgen;

vil. MacCrimmon, K.R., a.a.O., S. 21.

6 Vgl., Slovic, P. und A, Tversky, a.a.0., S. 372 f. Aus die-
sem Grunde fordert Lindley, wxitQU> mehr EBemilhungen aufl
eine Verbesserung der entsprechenden Ausbildung der Urtei-
lenden zu verwendon; vipl, Lindley, D.V., Discussion of the
Papers by Trofessor 7V<F"kv aml by Prefessor bSuppes, in:
Journal of the Royal Statistical Soclety, B, Vol. 36,
is74, . 176-191, hier 8. 181,
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Wenn man zusdtzlich die Art dep Fragestellungen betrachtct,
mit denen die kritischen Irgobnisse erzielt wurden, so stellt
man fest, dab bei diesen Experimenten Fille untersucht wup-
den, bei denen;ﬂgﬁzgg_mit Cewinnwahrscheinlichkeiten angcbo-
ten und verglichen wurden, die sich um 1% oder weniger un-
terscheiden. Es ist aber zu erwarten, daf in derartigen
Crenzsituationen die Zahl der formal inkonsistenten Antwor-
ten relativ hoch ist, da gerade in diesen Fillen die Faktoren
den Ausschlag geben kbnnen, die zusétzlich das Eingehen von
Wetten beeinflussen.1 Wenn man davon ausgeht, daB in praxis-
relevanten Entscheidungssituationen diese Grenzfille nicht
die Regel darstellen, dann scheint die Aussage durchaus ge-
rechtfertigt, dab die entscheidungsorientierten Postulate
Savages im allgemeinen als akzeptierbar angesehen werden

kénnen.

3.5.3. Implikationen der Axiomensysteme fir die Ansdtze
zur Sché&tzung von Wahrscheinlichkeiten

Betrachtet man die Ergebnisse der Untersuchungen zum Verhal-
ten der Entscheidungstrédger in Hinsicht auf die Schédtzung
von subjektiven Wahrscheinlichkeiten, so bleibt festzuhalten,
daB eine intensive Aufklirung {iber die den Entscheidungs=-
handlungen entsprechenden Postulate zu einer Verringerung

er Anzahl der Verletzungen dieser normnativen Regeln fihrt.
Aus diescn Beobachtungen 148t sich folgern, daBf im Vorfeld
des eigentlichen Schitzprozesses eine ausfihrliche Unterwei-
sung der urteilenden Personen Uber die normativen Forderun-
gen, wie Transitivitdt, Sicherheitsprinzip und Konsistenz,
durchﬁufﬂhren ist. Wenn mdglich, empfichlt sich sogar ein
mehrstufiger Prozef, bei dem im Anschluf an die Abgabe der

Schitzung die Ergebnisse auf entsprachende Fehler zu unter-

——

1 Den Einfl- 3 von Faktoren, die zusdtzlich zu den Gewinn-
wahrecheinlichkeiten das Eingehen von Wetten bestimmen,
erdrtart Tversky in einer Untersuchung der Einflunfakto-
yen bei der Abyabe von Schdtzungens vel. Tvevshky, A.,
Assessing Unceritainty, in: Journal of the Royal Statist%—

E ]

(:L’{l :\‘C)(:ic'ty’ B, !‘"Gll 369 197“, S- 340“359 s l"if.’l‘ Sn [ LA
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suchen sird, auf die dann durch Hinweis auf die theoretischen
Grundlagen aufmerksam gemacht wird. Nach einer Diskussion
dieser Fdlle wird dem Urteilenden die M8glichkeit gegeben,
seine Schdtzung zu wiederholen. Aufgrund der Untersuchungen
von MacCrimmon kann evrwartet werden, daR sich durch einen
derartigen mehrstufigen Prozef die Abweichungen der Urteilen-

den vom normativen Verhalten verringern.

Fir die Verfahren zur Schdtzung von subjektiven Wazhrschein-
lichkeiten stellt sich somit zusdtzlich zu der schon erwdhn-
ten Forderung nach mdglichst vollstéd&ndiger und systematischer
Verarbeitung der vorhandenen a priori Informationen die Auf-
gabe, eine Unterstidtzung der durch die Postulate vorgeschrie-
benen Verhaltensweiscn zu gewdhrleisten. Wenn diese Aufgabe von
einem Verfahren nicht hinreichend erfiillt werden kann, so sind
auf jeden Fall die Ergebnisse deraufhin zu untersuchen, ob sie
den thecretischen Anforderungen gerecht werden. Gegebenenfalls
ist der v rgeschlagenermehrstufigé_?rozeﬁ durchzufihren.

In bezug auf die Beur;ellung der elpzelnen Qchataverfahren

ist eine Unterscheldung zmlschen den Verfahren, die glelﬂh

Nﬁgﬂg;p@pﬁquant;tat1Ven Wahrschgggllchkelx fithren, und den
Ansétzen notwendig, die zundchst die Ableitung einer qualita-
txven Wabrwchelnllchkhxt struktur erfordern, um auf deren
_Basx¢ die quantitativen Werte zu Bgltlmmcn. wahvend die zu-
erst genannten Verfahren von der rein formalen Seite kein
wesentlichen Probleme aufwerfen, erweist sich die Additivité&te-

bedinguns des quantitativen Wahrscheinlichkeitsmalkes P
& q

P (Zi v Zj) = P (m.) + P (A )

fiirr die Verfahren, die den von der systematischen Informa-

tionavererbeditang her im Grunde anzustrebenden Weg lber die
qualitative Wahrscheinlichkeitsstruktur wihlen, als scharfe
Rectmiktion., Wihrend bei den Ansétven "Poychometric Ranking”

und "Faarweiser Vergleiceh" eine Verletzung dieser Redingung



in der Regel nicht ausgeschlossen werden kann, ist deren
Beachtung nur bei dem Verfahren von Churchman und Ackoff
und den darauf aufbauenden Ansdtzen von Brockhoff immer

gewihrleistet.

Es sei weiterhin kurz auf Zusammenhdnge zwischen
Axicmensystemen und Schitzverfahren in ganz speziellen Ent-
scheidungssituationen hingewiesen. So bildet das System von
Anscombe und Aumann eine adiquate Beschreibung von Renn(wett)-
lotterien und dhnlichen Entscheidungssituayiqnen, bei denen
sich die Lotterie-, Spiel- oder Wett-Technfken als angemesse-
ne Verfahren zur.Schétzung der subjektiven Wahrscheinlich-
keiten anbieten. Diese erscheinen zusammen mit dem Verfahren
unter Verwendung des Wahrscheinlichkeitsrades und dem Mo-
dell der dquivalenten Urnen auch bei den flir das System von
Davidzon und Suppes vorausgesetzten 2 x 2 Spielsituationen
als besonders geeignet. Schlieflich bleibt 2zu iberlegen, ob
in den F&llen, bei denen durch die Angabe von Minimum-,
Maximum~ und Erwartungswerten lediglich eine approximative
Bestimmung der Wahrscheinlichkeitsfunktion angestrebt wird,
die Theorie des inexakten Messens von Suppes als eine even-

tuell angemessenere Grundlage angesehen werden kann.

Eine Sonderstellung nimmt bei der Betrachtung der Schitzver-
fahren unter dem Aspekt der Ubereinstimmung mit den Forde-
rungen der Postulate das von uns vorgeschlagene Modell der
Bewertung von Alternativen ein, da es als einziges in einer
dem Aufbau des Systems von Savage dhnlichen Weise vorgeht,
d.h., tber eine Priferenzstruktur auf der Menge A wird ein
quantitatives Wahrscheinlichkeitsma® auf Z erreicht. Mit ei-
ner dem Postulat P 1 entsprechenden Zielsetzung verlangt das
Modell zundchst die Ableitung einer Prdferenzstruktur auf A
{die Menze Q), wobei die nur schwer einzuhaltende normative
Bedingunp einer schwachen Prédferenzordnung auf A f{ir den
Urteilenden bei der Angabe seiner Bewertungen zwar ein anzu-~

strrebendes Ideal darstellt, als Eingangsinformation aber in
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dieser strengen Form nicht gefordert wird. Somit sind die
Voraussetzungen des Verfahrens schwdcher als die durch das
Postulat Pl vorgeschriebenen Anforderungen, doch ist das
Modell so angelegt, dal die Ergebnisse des Optimierungspro-
zesses zu einer Pl entsprechenden Ordnung auf A filhren, wo-
bei als Optimierungskriterium die Abweichungen zwischen der
angegebenen Prdferenzstruktur und der sich ergebenden, den
normativen Anspriichen gerecht werdenden schwachen Priferenz-
ordnung auf A verwendet werden. Als Resultat 1&8t sich fest-
halten, daf in analoger Veise wie das Axiomensystem von
Savage eine Theorie darstellt, die auf allgemeine Entschei-
dungssituaticnen angewendet werden kann, das Modell der Be-
wertung von Alternativen ein allgemein anwendbares Schitz-

verfahren zu sein verspricht.
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4. TFazit und geplante Fortsetzung der Arbeit

Die im Rahmen dieses Berichtes dargestellten Teile des Pro-
jektes koénnen im wesentlichen als abgeschlossen angesehen
werden. Als Ergebnis lassen sich zusammenfassend folgende

Aussagen treffen.

(1) Als theoretische Basis filr die Verfahren zur
Schdtzung subjektiver Wahrscheinlichkeiten bietet
sich flir allgemeine Entscheidungssituationen die

Theorie von Savage an.

(2) Fir spezielle Entscheidungsprobleme k®nnen auch
andere Axiomensysteme zur Konstruktion subjektiver
Wahrscheinlichkeiten als addquate Grundlage flr
eine Reihe von Schidtzverfahren angesehen werden.

(3) Die Verfahren zur Schitzung subjektiver Wahrschein-
lichkeiten sind unter zwei wichtigen Aspekten zu

betrachten:

(a) Inwieweit erfilllen sie die Aufgabe einer még-~
lichst vollstdndigen und systematischen Verar-
beitung der vorhandenen a pricri Informationen?

(b)  Bieten sie eine Unterstiitzung der durch das
Axiomensystem vorgeschriebenen Verhaltensweisen?

(4) Nur wenige der in der Literatur vorgestellten Schitz-
verfahren erfiillen beide Anforderungen in ausreichen-
dem Mafe. Bel einigen Verfahren ist nicht einmal ge-
sichert, daR® sie tatsdchlich immer zu einem quantita-
tiven Wahrscheinlichkeitsmaf auf dem Zustandsraum fihren.

(5) Aufgrund der Mingel der vorlandenen Schitzverfahren
wurde ein neues Verfahren entwickelt, das analog zum
Axiomensystem von Savage von einer Priferenzstruktur
auvf A ausgeht und beiden Anforderungen in allgemeinen

Entscheidungssituationen gervecht wivrd.



Gemdp dem im Projektantrag angegebenen Arbeitsprogramm folgt
die Erarbeitung eines Konzepts zum Test von Schitzverfahren.
Zweck des Tests ist die Untersuchung, ob sich die theoretisch
erbrterten Vorteile des vorgeschlagenen Verfahrens der Bewer-
tung von Alternativen in Experimenten mit Einzelpersonen be-~
stdtigen lassen. Dabei gilt es, zundchst einen objektiven
Standard zu suchen, der sowohl als Grundlage fur die Schdtzun-
gen der Urteilenden dient als auch die M®glichkeit der Beurtei-
lung der Schétzergebnisse bietet. Zur L8sung dieses Problems
ist es geplant, den Elementen Zi aus dem Zustandsraum Z geome-
trische Figuren zuzuordnen, deren Grdfe den Eintreffenswahr-
scheinlichkeiten der betreffenden Zustd&nde entspricht. Diese
Figuren werden den Testpersonen eine bestimmte Zeit lang zur
Verfilgung gestellt, um auf diese Weise in einer vorgegebenen
Entscheidungssituation eine "a priori Information" Uber die zu
schitzenden Eintreffenswahrscheinlichkeiten der Zi Zu erzeu-
gen. Auf der Basis dieser Informationen sollen dann die subjek-
tiven Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe des vorgeschlagenen Schétz-
verfahrens ermittelt werden. An einer Konkretisierung des hier
nur kurz skizzierten Konzepts wird zur Zeit gearbeitet.
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