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✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❛s❡ ❧♦❛❞ ❝♦❛❧ ♣♦✇❡r ♣❧❛♥ts ❝❛♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ✐♥✈❡st♠❡♥t✳

P❡❛❦ ❧♦❛❞ ♣r✐❝✐♥❣ ❤❛s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠❡❛♥s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡s❡ t②♣❡s ♦❢ ♠❛r❦❡ts ✭❝✳❢✳

❙t❡✐♥❡r ✭✶✾✺✼✮✱ ❍✐rs❤❧❡✐❢❡r ✭✶✾✺✽✮✱ ❇♦✐t❡✉① ✭✶✾✻✵✮✱ ❈r❡✇ ❛♥❞ ❑❧❡✐♥❞♦r❢❡r ✭✶✾✼✾✮✱ ❈❤❛♦ ✭✶✾✽✸✮ ❛♥❞

✶❆ t❛r❣❡t❡❞ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✳❣✳ ✺✺✵ ♣♠ ❞♦❡s ❞✐r❡❝t❧② tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥t♦ ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ t❛r❣❡t ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❝❛r❜♦♥ ❞✐♦①✐❞❡ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳

✷❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❛♥❞ ❑r✉❧❝❡ ✭✶✾✾✹✮ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛t❤s ✇❤❡r❡ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✳

✶



❲❡❜❡r ✭✷✵✵✺✮✮✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛ t✇♦✲r❡s♦✉r❝❡✲♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ❛ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❞❡♠❛♥❞

✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❧♦❛❞ ❞✉r❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣❡r❛t✐♥❣

❛♥❞ ✜①❡❞ ❝♦sts✱ ♣♦❧❧✉t✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝✐❡s✳ ❋♦r ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ r❡❛s♦♥s ✇❡ ✉s❡ ❝♦❛❧ ✇❤✐❝❤ ✐s

❛ss✉♠❡❞ t♦ s❤♦✇ ❤✐❣❤ ✜①❡❞ ❛♥❞ ❧♦✇ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦sts ❛♥❞ ✐s ✈❡r② ♣♦❧❧✉t✐♥❣ ✇✐t❤ ❧♦✇ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❛♥❞

❣❛s ❛s ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇✐t❤ ✐♥✈❡rs❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❲✐♥❞ ❢♦r♠s ❛ ❜❛❝❦st♦♣ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡st

✜①❡❞ ❝♦sts✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❣♦❛❧s t♦ ❧✐♠✐t ❣❧♦❜❛❧ ✇❛r♠✐♥❣ ❜② ❛ ❝❡✐❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ♣♦❧❧✉t✐♦♥✳

❲❡ s❤♦✇ ✐❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ✇✐t❤ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❧♦✇✱ ❛❧❧ t❤r❡❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢r♦♠ t❤❡

✈❡r② ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇✐t❤ ❧♦✇❡st ✜①❡❞ ❝♦sts ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t

♠✐① ✉♥t✐❧ ✐♥✜♥✐t②✳ ❙♦✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❍♦t❡❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❛❧✇❛②s s❡❡ ❛ ❞❡✜♥✐t❡ t✐♠❡

♦❢ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥✱ t❤♦✉❣❤✱ ❛❧❧ r❡s♦✉r❝❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉❧❧② ❡①♣❧♦✐t❡❞✳

■❢ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ✇✐t❤ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧s ❛r❡ ❧❛r❣❡✱ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛t❤ ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ t✐♠❡ ❧❡♥❣t❤✱ ✇❤❡r❡ t❤❡

r❡♥❡✇❛❜❧❡ ✐s ♥♦t ②❡t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠✐①✱ ✇✐❧❧ r❡s✉❧t✳ ❆s s♦♦♥ ❛s ✐t ❤❛s ❥♦✐♥❡❞ t❤❡ ♠✐① ✐ts s❤❛r❡

✇✐❧❧ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥❝r❡❛s❡✳ ■❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ❛r❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣❤❛s❡✱ ✇❤❡r❡

♣♦❧❧✉t✐♦♥ st❛②s ❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❧❧♦✇❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧✱ r❡s✉❧ts✳ ❍❡r❡✱ ♥❛t✉r❛❧ ❞✐❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥t❤r♦♣♦❣❡♥✐❝

❡♠✐ss✐♦♥s ❛r❡ ❝♦✉♥t❡r❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤✐s ❝❡✐❧✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❝♦✉❧❞ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t ❡♥❡r❣② ♠✐①✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ♠✐① ✇✐❧❧ t❡♥❞ t♦✇❛r❞s ❛ ❝❧❡❛♥ ♦♥❡✳

❲❡ ❢✉rt❤❡r ♣r♦♣♦s❡ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ s❝❛r❝✐t②✳ ❚❤✐s q✉❡st✐♦♥ ❤❛s ♦❢t❡♥

❜❡❡♥ ❛♥s✇❡r❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ r❡s❡r✈❡s✲t♦✲♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❛t✐♦s✳ ❈❡rt❛✐♥❧②✱ ❛ ❡♥❡r❣② ♠❛r❦❡t ✇✐❧❧

❛❞❥✉st t❤❡ ✉s❛❣❡ ✐❢ ♦♥❡ r❡s♦✉r❝❡ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❡①❤❛✉st ❡❛r❧② ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦♥ t♦❞❛②✬s

❜❛s✐s ♠❛② ❜❡ ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s ✐ts❡❧❢ ❛s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛t❤s✳ ■❢ ❝♦❛❧

✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s❝❛r❝❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❛t ❛ ❞❡✜♥✐t❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t✐♠❡✳ ■❢ ✐t ✐s ❣❛s✱ ❜♦t❤ r❡s♦✉r❝❡s

✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✉♣♦♥ ✐♥✜♥✐t②✳ ❚❤✐s ❜❡❝♦♠❡s ✈✐s✐❜❧❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ❍♦t❡❧❧✐♥❣ r❡♥ts ✉♥❞❡r

❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r✐♥❣ ✜①❡❞ ❝♦sts✳ ●❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✉♣♦♥ ✐♥✜♥✐t② ✐♥ ❛♥② ❝❛s❡✳

✷ ❆ ❍♦t❡❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ✜①❡❞ ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦st

❝♦♠♣♦♥❡♥ts

❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ♣r✐❝❡✲✐♥❡❧❛st✐❝ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❞❡♠❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛

✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❧♦❛❞✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ✭♥❡❛r❧②✮ ♥♦♥✲st♦r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ❞❡♠❛♥❞ ❤❛s t♦ ❜❡ ♠❡t

✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧②✳ ▲❡t ✐t ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❧♦❛❞ ❞✉r❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡ ✭❧❞❝✮ D : [0;S] 7→ R+, s → D(s)

✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t♦ ③❡r♦ ♦✈❡r t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0;S]✳ ❚❤❡ ❧❞❝ s❤♦✇s t❤❡ ❧♦❛❞ ♦✈❡r ❛

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♣❡r✐♦❞ ❙ ✭t②♣✐❝❛❧❧② ❛ ②❡❛r✱ s❛②✱ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✮ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢

♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✶✮✳

❲❡❧❢❛r❡ W ✐s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✉♠ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛♥❞ ✉s❡r ❝♦sts t♦ ♠❛❦❡ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞✐s✲

❝♦✉♥t❡❞ ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t r❛t❡ ♦❢ ρ❃✵✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② W = −
∫

∞

0
(
∑

Cinv(t) +
∑

Cop(t))e
−ρtdt✳ ❆t

❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ t✐♠❡ t✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❞❡♠❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② D(s) ✐s ♠❡t✳✸ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡

t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✐♥❞❡①❡❞ ❜② u = 1, 2, 3 ✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ ✜①❡❞ ❝♦sts fu✳ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✶ ✭s❛②✱ ✇✐♥❞✮

✐s ❝❧❡❛♥ ❛♥❞ ❤❛s ❤✐❣❤❡st ✜①❡❞ ❛♥❞ ♥♦ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦sts✳ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✷ ✭❝♦❛❧✮ ❤❛s ♠❡❞✐✉♠ ✜①❡❞ ❛♥❞

r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦sts cu✳ ■t ✐s ✈❡r② ♣♦❧❧✉t✐♥❣ ❛t ❧♦✇ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭♦r ❤✐❣❤ ❤❡❛t r❛t❡ hu✮✳

✸❲❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧② ♠♦❞❡❧ ❛ r♦✇ ♦❢ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♣❡r✐♦❞s ✐♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇❛②✳ ❙♦✱ t❤❡ ❧❞❝ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ t✐♠❡ t ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t✐♠❡✿
∂D(s)

∂t
= 0✳

✷



DoHaL

S0
a

Dmin

Dmax
DHsL

S0
s

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❈❤r♦♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧♦❛❞ ❞❡♠❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t Do(a) ♦✈❡r ❛ ❞❡✜♥❡❞ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ S ❛♥❞
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❧♦❛❞ ❞✉r❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡ ✭❧❞❝✮ D(s) ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r✐♦❞✳

❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✸ ✭❣❛s✮ ❤❛s ❧♦✇❡st ✜①❡❞✱ ❜✉t ❤✐❣❤❡st ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦sts✳ ■t ✐s ❧❡ss ♣♦❧❧✉t✐♥❣ t❤❛♥ ❝♦❛❧ ❛♥❞

❤❛s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ fu ✐♥❝✉rs ♣❡r ❝❛♣❛❝✐t② ✐♥st❛❧❧❡❞ Ku ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✉s❡r ❝♦st ♦❢

❝❛♣✐t❛❧ t♦ ♠❛❦❡ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t❧②✳✹ cu ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ s❝❛❧❡✱ ♦❝❝✉rs

♣❡r ❡♥❡r❣② ✉♥✐t ♣r♦❞✉❝❡❞ Qu ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡s ♣❧❛♥t ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦sts✳✺ ❚❤❡ r❡♥❡✇❛❜❧❡

❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❞❡♣❧❡t✐✈❡ ✐♥♣✉t ❢❛❝t♦rs ✇❤✐❧❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s r❡❧② ♦♥ ✜♥✐t❡

❢♦ss✐❧ r❡s♦✉r❝❡s✳✻ ❚❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ r❛t❡s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Ẋu(t) = −hu ·Qu(t) ❢♦r u = 2, 3 ✇✐t❤ Xu(t = 0) = X0
u, ✭✶✮

✇❤✐❧❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❞❡♠❛♥❞ ♠✉st ❜❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ t❤r❡❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s ✭
∑3

u=1 Qu(t) =
∫ S

0
D(s)ds✮ ❢♦r t ≥ 0✳ ▲❡t Z(t = 0) ❜❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①❝❡ss ♦✈❡r ♥❛t✉r❛❧ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥

♦❢ ❈❖✷ ✐♥ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✱ Z(t) t❤❡ ❝✉rr❡♥t✳ ■t ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ❜✉r♥✐♥❣ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧s ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡❞

❜② ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❞✐❧✉t✐♦♥ r❛t❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ Z(t)✳ α > 0 ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❝❛② r❛t❡✱ ζu t❤❡

t❡❝❤♥♦❧♦❣②✲s♣❡❝✐✜❝ ❡♠✐ss✐♦♥s ♣❡r ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✉♥✐t ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❝♦♠♠✐t♠❡♥ts t♦ ❧✐♠✐t ❣❧♦❜❛❧

✇❛r♠✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❧✐♠✐t ♦♥ t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ Z̄✳✼ ❚❤❡♥✱

Ż(t) =

3
∑

u=2

ζu ·Qu(t)− α · Z(t) ✇✐t❤ Z(t) ≤ Z̄ ❛♥❞ 0 < α < 1. ✭✷✮

▲❡t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✉♠ smin
u ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♦♣❡r❛t✐♥❣

❤♦✉rs smax
u ♣❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣② u ❛♥❞ t❤❡ ❧❞❝ ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✷✮✳ ■♥ ❛ ♣♦rt❢♦❧✐♦ t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✇✐♥❞✱ ❝♦❛❧

❛♥❞ ❣❛s✱ t❤❡ ✐♥st❛❧❧❡❞ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ t❡❝❤♥♦❧♦❣② u = 1, 2, 3 ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ t✐♠❡ t ❛r❡ t❤❡♥

s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Ku(s
min
u (t), smax

u (t)) =D(smin
u (t))−D(smax

u (t)), ✭✸✮

✹❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❢♦r ✜①❡❞ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦st ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣❡❛❦ ❧♦❛❞ ♣r✐❝✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐❢ ✇❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡
t ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♣❡r✐♦❞ S✿ t = a/S ✭❝❢✳ ❘❡♥③ ❛♥❞ ❲❡❜❡r ✭✷✵✶✼✮✮✳

✺❙tr✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣ ✐t ✐♥❝❧✉❞❡s ❡①tr❛❝t✐♦♥✱ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ❞❡❧✐✈❡r② t♦ ♣❧❛♥t ❛♥❞ ♣❧❛♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥✳
✻❚❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s u = 2, 3 ❛r❡ t❤❡♥ ❛❧s♦ ❞✐st✐♥❝t❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ r❡s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳
✼❚❤✐s ❧✐♠✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t✐❣❤t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❣❛s✲♦♥❧② ♠✐①✳

✸



❛♥❞ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐s

Qu(s
min
u (t), smax

u (t)) =

∫ smax
u (t)

smin
u (t)

D(s)ds+D(smin
u (t)) · smin

u (t)

−D(smax
u (t)) · smax

u (t). ✭✹✮

❚❤❡ ✉♣♣❡r ♦♣❡r❛t✐♥❣ t✐♠❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✜①❡❞ ❝♦st t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐♥ t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ✐s ❝♦♥✲

s❡q✉❡♥t❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❤♦✉rs ♣❡r ♣❡r✐♦❞ S✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡st ✜①❡❞ ❝♦st

t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❡q✉❛❧s ③❡r♦✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
∑

Ku(t) = Dmax t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ♣❡❛❦ ❞❡♠❛♥❞s ❝❛♥ ❜❡ ♠❡t

✇✐t❤ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ✐♥st❛❧❧❡❞ ❛t ❛❧❧ t✐♠❡s✳

Q1

Q2

Q3

s3
min
=0 s3

max
=s2

min s2
max
=s1

min
s1

max
=S

s

DHsL

K3

K2

K1

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥st❛❧❧❡❞ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s Ku ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ♣r♦❞✉❝❡❞ ♣❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣② Qu ✈✐❛
♦♣❡r❛t✐♥❣ t✐♠❡ ❧✐♠✐ts ❛♥❞ t❤❡ ❧❞❝✳

❚❤❡ s♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡r ♠❛①✐♠✐③❡s ✉t✐❧✐t② ✭♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦st✮ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❧✐♠✐ts

❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

max
smin
u (t),smax

u (t)

∫

∞

0

[

−

3
∑

u=1

fu ·Ku(s
min
u (t), smax

u (t))

−

3
∑

u=1

cu ·Qu(s
min
u (t), smax

u (t))

]

e−ρtdt. ✭✺✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡♥❡r❣② ♠✐① ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ t✐♠❡ t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♥❣

❧✐♠✐ts

su,v(t) =
fu − fv

cvar,v(t)− cvar,u(t)
✭✻✮

❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s u < v✳ su,v(t) ❢♦r♠s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦♣❡r❛t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣② v

❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✜①❡❞✲❝♦st t❡❝❤♥♦❧♦❣② u✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦sts cvar,u(t) ❛r❡ t❤❡

s✉♠ ♦❢ ❵♣✉r❡✬ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦sts cu✱ t❤❡ s❝❛r❝✐t② r❡♥t λu(t) ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ λp(t)✿

cvar,u(t) = cu + hu · λu(t)− ζu · λp(t) ✭✼✮

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳

✹



❙♦✱ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ su,v(t) ✐♥ t❤❡ ✇❛② t❤❛t ❢♦r ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❤♦✉rs

s > su,v ✇✐t❤ u < v✱ t❡❝❤♥♦❧♦❣② u ✐s ❢❛✈♦r❛❜❧❡✱ ❢♦r ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❤♦✉rs s < su,v ✐t ✐s v✳ ✭✻✮ r❡✈❡❛❧s t❤❛t

t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❤♦✉rs ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✉s✐♥❣

✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❝♦st ❝✉r✈❡s Cu(s, t) = fu + cvar,u(t)s ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✭s❡❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡

♦❢ ✜❣✉r❡ ✸ ❢♦r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮✳ ❙♦ ✐t ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝

❝❛♣❛❝✐t② ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✭❝❢✳ ❙t❡✛❡♥ ❛♥❞ ❲❡❜❡r ✭✷✵✶✸✮✮✳ ■t ❝♦♥✜r♠s ✐♥t✉✐t✐♦♥ s✐♥❝❡ ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣② u ✐s ♣❛rt

♦❢ t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ✇❤❡r❡ ✐ts ❝♦sts ❛r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜♦t❤ ✜①❡❞ ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦sts ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ ♦♣❡r❛t✐♥❣ t✐♠❡ s ✭s❡❡ ❵❡✣❝✐❡♥❝② ❜♦r❞❡r✬ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✮✳ ❚❤✐s ❡✣❝✐❡♥t ♦♣❡r❛t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣②

u ✐s t❤❡♥ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ su,v✱ ✇❤❡r❡ ✐t ❝♦♠♣❡t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇✐t❤

❧♦✇❡r ✜①❡❞ ❝♦st ✭♦r ③❡r♦ ❢♦r ❣❛s✮✱ ❛♥❞ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ sw,u✱ ✇❤❡r❡ ✐t ❝♦♠♣❡t❡s ✇✐t❤ ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣②

✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ✐♥✈❡st♠❡♥t ❝♦sts ✭♦r S ❢♦r t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡st ✐♥✈❡st♠❡♥t ❝♦st✮✳

C1Hs L

C3Hs L C2Hs L

0 s2,3 s1,2 S
s

f2

f1

f3

$

C1Hs L

C2Hs L C3Hs L

0 s1,2 s1,3S
s

f2

f1

f3

$

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❜♦r❞❡r ✭❢❛t ❧✐♥❡✮✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✱ ❛❧❧ t❤r❡❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s
❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ♣♦rt❢♦❧✐♦✱ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✱ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✸ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♠❛② ♥♦t q✉❛❧✐❢② t♦ ❜❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ♣♦rt❢♦❧✐♦ ✭r❡❢❡r t♦ t❤❡

r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✸✮✿ ❚❤❡♥✱ ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞✽ ❜② ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡r ♦♥❡s

✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ u = 2✮ ♦r ✐ts ❡✣❝✐❡♥t ♦♣❡r❛t✐♥❣ t✐♠❡ ❝♦✉❧❞ ❧✐❡ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♦♣❡r❛t✐♥❣ r❛♥❣❡✱

✭s❡❡ u = 1 ❛s ❛♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡✮✳ ❘❡♥③ ❛♥❞❲❡❜❡r ✭✷✵✶✼✮ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

♠✉st ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ♣♦rt❢♦❧✐♦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ♠❛②

❧❡❛✈❡ ♦r ❡♥t❡r t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ♣♦rt❢♦❧✐♦ ♦✈❡r t✐♠❡ ✇❤❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦sts ❝❤❛♥❣❡✳

❲❤✐❧❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❝♦sts ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t✐♠❡✱ s❝❛r❝✐t② r❡♥ts ❛♥❞

❡①t❡r♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ✭s❛②✱ ❡♠✐ss✐♦♥ ❝♦sts✮ ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤❡✐r ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

λ̇u(t) = ρ · λu(t)−
∂L(t)

∂Xu(t)
= ρ · λu(t) ⇒ λu(t) = λ0

u · eρt ✭✽✮

❛♥❞

λ̇p(t) = ρ · λp(t)−
∂L(t)

∂Z(t)
= (ρ+ α)λp(t) + νc(t), ✭✾✮

✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② s❧❛❝❦♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

νc(t) ≥ 0, Z̄ − Z(t) ≥ 0, νc(t)
(

Z̄ − Z(t)
)

= 0. ✭✶✵✮

✽❍❡r❡✱ ❵❞♦♠✐♥❛t❡✬ ♠❡❛♥s ❧♦✇❡r ❝♦st ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ r❛♥❣❡ s ∈ [0;S]✳

✺



❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✽✮ ❛♥② s❝❛r❝✐t② r❡♥t λu(t) ✇✐❧❧ r✐s❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❛t t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❞✐s❝♦✉♥t ❛t ❛❧❧

t✐♠❡s✳ ■❢ t❤❡ st♦❝❦s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛r❡ ❧♦✇ ♦r ❡♠✐ss✐♦♥ t❛r❣❡ts ❧♦♦s❡✱ Z̄ ✐s ♥♦t ❜✐♥❞✐♥❣ ❛♥❞ λp(t) ≡ 0✳

❉❡✜♥❡ t❤✐s ❍♦t❡❧❧✐♥❣ ♣❛t❤ ❛s sHu,v(t) = su,v(λu(t) > 0, λp(t) ≡ 0)✳

❚❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t ✐♥✜♥✐t② ❛r❡

lim
t→+∞

e−ρt · λu(t) ·Xu(t) = 0 ✭✶✶✮

❛♥❞

lim
t→+∞

e−ρt · λp(t) · Z(t) = 0. ✭✶✷✮

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡♥❡✇❛❜❧❡ s♦ t❤❛t ✇✐♥❞ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♣❛rt ♦❢

t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ♣♦rt❢♦❧✐♦ ✐❢ ♥♦ ❢♦ss✐❧ s❝❛r❝✐t② ♦r ❡♠✐ss✐♦♥ t❛r❣❡ts ❡①✐st❡❞✱ ✐✳❡✳

s1,3 =
f1 − f3

c3
≥ S ♦r s1,2 =

f1 − f2
c2

≥ S. ✭✶✸✮

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♠✐① ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ❝♦❛❧ ❛♥❞ ❣❛s ♦♥❧②✱ ✐✳❡✳

s2,3 =
f2 − f3
c3 − c2

< S. ✭✶✹✮

❊❝♦♥♦♠✐❝ s❡♥s❡ t❤❡♥ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✾ ❢♦r ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

hu ·

∫

∞

0

Qu(t)dt = X0
u ❢♦r u = 2, 3. ✭✶✺✮

✸ ❖♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❜❡❣✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜② ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ✇✐♥❞ ❛s ❜❛❝❦st♦♣ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♣r❡✲

s✉♠✐♥❣ ❛ ❵♣✉r❡✬ ❍♦t❡❧❧✐♥❣ ♣❛t❤ ✭λp(t) ≡ 0✮✳ ❲❡ t❤❡♥ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❢♦r t✇♦ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❢♦ss✐❧

t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r✐♥❣ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ s❝❛r❝✐t② ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s

♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❤✐❣❤❧② ❛❜✉♥❞❛♥t

✐♥✐t✐❛❧ st♦❝❦s ♠❛❦❡ ❛ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣ ❜✐♥❞✐♥❣✳

✸✳✶ ❇❛❝❦st♦♣ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♠✐①

❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② s❤♦✇✐♥❣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❛② t❤❡ s❝❛r❝✐t② r❡♥t ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡s♦✉r❝❡

st♦❝❦ ❛♥❞ ❤♦✇ ✐ts ✐♥❝r❡❛s❡ ♦✈❡r t✐♠❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ♣♦rt❢♦❧✐♦ ♠✐①✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ■❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ✇✐t❤ ❢♦ss✐❧ r❡s♦✉r❝❡ st♦❝❦s ❛r❡ s❝❛r❝❡✱ ❛♥ ❡①♣❡♥s✐✈❡ r❡♥❡✇❛❜❧❡

t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡r② ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ■❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

r❡s♦✉r❝❡ st♦❝❦s ❛r❡ ❛❜✉♥❞❛♥t✱ ❡✳✐✳ X0
3 > XR

3 (X0
2 )✱ ✲ ❛♥❞ ❡♠✐ss✐♦♥ t❛r❣❡ts ❛r❡ ♥♦t ❡①tr❡♠❡❧② t✐❣❤t✱

✲ t❤❡ r❡♥❡✇❛❜❧❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❛t ❛ ❧❛t❡r ♣♦✐♥t ♦❢ t✐♠❡✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷✳

✾❊q✉❛t✐♦♥ ✭✽✮ ✐♥ ✭✶✶✮ ❣✐✈❡s ❛ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

✻



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ s❛②s t❤❛t ✐❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡s♦✉r❝❡ st♦❝❦s ❛r❡ ❛❜✉♥❞❛♥t✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞❡♠❛♥❞ ❧✐♠✐ts

✐ts ✉s❡ ❛♥❞ ♥♦t ✐ts s❝❛r❝✐t②✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ s❝❛r❝❡ r❡s♦✉r❝❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ✉♥t✐❧ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡

st♦❝❦s ❤❛✈❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞ t♦ ❛ ❧❡✈❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ s❝❛r❝✐t② ♠❛❦❡s t❤❡ r❡♥❡✇❛❜❧❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣②

❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧ t♦ ✉s❡✳✶✵ ❙✉❝❤ ❛ ♣❛t❤✱ ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ❢♦ss✐❧ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ s✉♣♣♦rt ✐♥t✉✐t✐♦♥✱

✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ✉♣♣❡r ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❜♦✉♥❞ sH1,3(t) ❛♥❞ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡

❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ✭✶✺✮✳✶✶ ■t ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳

Wind
Gas

ΘR0
time

s1,3
H

S

s

❋✐❣✉r❡ ✹✿ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ♣♦rt❢♦❧✐♦ t✐♠❡✲♣❛t❤ ✭❢❛t ❧✐♥❡✮ ✇✐t❤ ❣❛s ✭u = 3✮ ❛♥❞ ✇✐♥❞ ✭u = 1✮ ✐❢ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣
✐s ♥❡✈❡r ❜✐♥❞✐♥❣✳

■♥✐t✐❛❧❧②✱ sH1,3(t = 0) = s0,H1,3 > S ❛♥❞ ❣❛s ✐s ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ✉s❡❞ ✭❝❢✳ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♦♥ t❤❡

r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✸✮✳ ❚❤❡ ❍♦t❡❧❧✐♥❣ r❡♥t λ3(t) = λ0
3 · e

ρt ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✉♥t✐❧ sH1,3(t) ❡q✉❛❧s

S ❛♥❞ ✇✐♥❞ ❡♥t❡rs t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦✳✶✷ ▲❡t t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ t✐♠❡ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s θR✳ ❋✉rt❤❡r ❞❡✜♥❡ XR
3 ❛s

t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡s❡r✈❡ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ s0,H1,3 = S✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧ X0
3 > XR

3 ✱ s
0,H
1,3 > S ❛♥❞ ❣❛s ✐s ✉s❡❞

❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ■❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st♦❝❦ ✐s ❧❡ss✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❛❧r❡❛❞② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❣❛s

❛♥❞ ✇✐♥❞✳

■❢ ❜♦t❤ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✉♣♣❡r ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❢♦ss✐❧

❡♥❡r❣② ✉s❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② max
{

sH1,2, s
H
1,3

}

✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ s✐♠✐❧❛r ❝❛s❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡

r❡s♦✉r❝❡ ❛♣♣❧✐❡s✳✶✸

❇✉t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s✱ ✐❢ sH1,3 ≥ sH1,2✱ ❛ ❝♦st✲♠✐♥✐♠✉♠ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♠✐① ✇♦✉❧❞

s✉s♣❡♥❞ ❝♦❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ♣♦rt❢♦❧✐♦ ✭❝❢✳ ❛❣❛✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✸✮✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣♦rt❢♦❧✐♦s ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①tr❛❝t✐♦♥

r❛t❡s ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❛❜s♦❧✉t❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦ss✐❧ st♦❝❦s✳

❚❤✐s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳ ❚❤❡r❡✱ s❝❛r❝❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ❛r❡ s✐t✉❛t❡❞ ✐♥ r❡❣✐♦♥ ■ ❛♥❞

r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ♠✐① t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ✇✐♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥✳ ❚❤❡ ❢✉rt❤❡r ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ✜❣✉r❡

✺ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

✸✳✷ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ s❝❛r❝✐t②

❲❤✐❧❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❜♦✉♥❞ ♦❢ ❢♦ss✐❧ ✉s❡ ♠✉st ❞❡❝r❡❛s❡ ♦✈❡r t✐♠❡✱ t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ sH2,3 ✐s ❞❡t❡r✲

♠✐♥❡❞ ❜② ❞✐✛❡r✐♥❣ s❝❛r❝✐t✐❡s ♦❢ ❝♦❛❧ ❛♥❞ ❣❛s✳ ❉❡t❛✐❧✐♥❣ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ ❝♦♠✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡

st✐❧❧ st✐❝❦ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐s ♥❡✈❡r ❜✐♥❞✐♥❣✳

✶✵◆♦t ❵❡①tr❡♠❡❧② t✐❣❤t✬ ❡♠✐ss✐♦♥ t❛r❣❡ts ♠❡❛♥ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ♣❛t❤ ✐s st✐❧❧ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✭λp(t) ≡ 0 ❢♦r t ≥ 0✮✳

✶✶❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✮✱ ✭✻✮✱ ✭✼✮ ❛♥❞ ✭✶✺✮ ❣✐✈❡ θR ·
∫ S

0 D(s)ds+
∫
∞

θR

∫ sH1,3(t)

0 D(s)−D(sH1,3(t))dsdt = X0
3/h3✳

✶✷❋♦r t❤❡ ❡❛s❡ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♦♠✐t t❤❡ t✐♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✐s ❝❧❡❛r ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✳
✶✸❈❢✳ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷✳

✼



Region III

Region I Region II

,max ,max

,max

,max

(

( )

)

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s ♣❡r ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❢❛t ❢❛t ❧✐♥❡s ❢r❛♠❡
❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s✱ t❤❡ t❤✐♥ ❧✐♥❡s ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s✳ ✭◆♦t❡✿ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ❛❜♦✈❡ ❛ss✉♠❡s ❛ ❧✐♥❡❛r
❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❧❞❝✳✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ❈♦❛❧ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s❝❛r❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❣❛s ✐❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛t❤s ❧❡❛❞s t♦ ✐ts

❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ✐♥✜♥✐t②✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❛t✐♦ ♦❢ s❝❛r❝✐t② r❡♥ts ♦❢ ❝♦❛❧ t♦

❣❛s ✐s str✐❝t❧② ❛❜♦✈❡ t❤❡✐r r❛t✐♦ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦sts ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ r❡♥❡✇❛❜❧❡✿

h2 · λ
0
2

h3 · λ0
3

>
f1 − f2
f1 − f3

. ✭✶✻✮

■❢ ❣❛s ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s❝❛r❝❡✱ ❜♦t❤ r❡s♦✉r❝❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✉♠❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✉♥t✐❧ ✐♥✜♥✐t②✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✸✳

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡s♦✉r❝❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❝♦❛❧ ♠❛② ❜❡ ❡①❤❛✉st❡❞ ❛t ❛ ❞✐st✐♥❝t ♣♦✐♥t ♦❢ t✐♠❡

< ∞ ♦r ✐t ✐s ✉s❡❞ ❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ ❣❛s ❛♥❞ ✇✐♥❞ ✉♣ t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇✐t❤ ❧♦✇❡st ✜①❡❞ ❝♦sts

✭✇❤✐❝❤ ✐s ❣❛s✮ ♠✉st ❛❧✇❛②s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦✳ ■t ❜❡❝♦♠❡s ♦❜✈✐♦✉s ✇❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❝♦st

❝✉r✈❡s Cu(s) = fu + cvar,u · s✿ ❋♦r ❧♦✇ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❤♦✉rs s ❣❛s s❤♦✇s ❛❧✇❛②s ✭❢♦r cvar,3 < ∞✮ ❧♦✇❡st

♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦sts✳ ❲❡ ❡①♣❧❛✐♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❍♦t❡❧❧✐♥❣ ♣❛t❤s ♦❢ ❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢ s❝❛r❝✐t✐❡s s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ✐♥

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

●❛s ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s❝❛r❝❡✱ ❝♦❛❧ ✐s ❛❜✉♥❞❛♥t ■❢ ❣❛s ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s❝❛r❝❡ ❛♥❞ ❝♦❛❧ ✐s ❛❜✉♥❞❛♥t✱

❜♦t❤ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ✉♥t✐❧ ✐♥✜♥✐t②✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤r❡❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ ♣❛rt ♦❢

t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✉s❡ ♦❢ ❝♦❛❧ Q2(s
H
1,2, s

H
2,3) ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐ts ❧♦✇❡r ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❜♦✉♥❞✱

s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥

sH2,3 =
f2 − f3

(c3 − c2) + (h3 · λ3 − h2 · λ2)
, ✭✶✼✮

✽



❛♥❞ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

sH1,2 =
f1 − f2

c2 + h2 · λ2
. ✭✶✽✮

■❢ ✭✶✻✮ ✐s r❡✈❡rs❡❞ ✐t ❡♥s✉r❡s t❤❛t sH1,2 > sH2,3 ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② Q2 > 0 ∀t ≥ 0✳✶✹ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧

✉s❡ ♦❢ ❣❛s ✐s ❞❡✜♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ Q3(0, s
H
2,3) ❛♥❞ ✭✶✺✮✳ ❙♦✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ s❝❛r❝✐t② r❡♥ts

(h3 · λ
0
3 − h2 · λ

0
2) ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ X0

3 ♦♥❧② ✭❝❢✳ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✺✳✶✮✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣❛t❤

♦❢ sH2,3✱ ✇❤✐❝❤ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❣❛s ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥✱ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

❢r♦♠ X0
2 ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐s ♥♦t ❜✐♥❞✐♥❣✳

❆t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ t✐♠❡ ❝♦❛❧ ❛♥❞ ✇✐♥❞ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞❡♠❛♥❞✳✶✺ ■❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞

✐♥✐t✐❛❧ st♦❝❦s ❛r❡ ❛❜✉♥❞❛♥t✱ ✐t ❡①✐sts ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✇❤❡r❡ ✇✐♥❞ ✐s ♥♦t

②❡t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ♣♦rt❢♦❧✐♦ ✭❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❛❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ Q2(s
H
2,3, S)✮✳

❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s ✇♦✉❧❞ st❛rt ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛rt ♦❢ ❘❡❣✐♦♥ ■ ✐❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥✐t✐❛❧

st♦❝❦s ❛r❡ s❝❛r❝❡✱ ♦r ✐♥ ❘❡❣✐♦♥ ■■ ✐❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ st♦❝❦s ❛r❡ ❛❜✉♥❞❛♥t✱ ❜✉t t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ st✐❧❧ ♥♦t

❜✐♥❞✐♥❣✳ P❛t❤ ❆ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❡♠♣❧❛r② ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤✳

❘❡❢❡r t♦ ✜❣✉r❡ ✻ ❢♦r t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛t❤✳ ■♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ ♦♥❧② ❝♦❛❧ ❛♥❞ ❣❛s ❛r❡ ✉s❡❞✳

❚❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❣❛s ✇✐❧❧ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞❡❝r❡❛s❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❝♦❛❧✳ ❋r♦♠ θR ♦♥✇❛r❞s✱

t❤❡ r❡♥❡✇❛❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦✳ ❆❧❧ t❤r❡❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ ✉♥t✐❧ ✐♥✜♥✐t② ✇❤✐❧❡

t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ✇✐♥❞ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳

Wind

Gas

Coal

ΘR0
time

S

s1,3
H

s1,2
H

s2,3
H

s

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❆ ❝❛s❡ ✇✐t❤ t✇♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ st♦❝❦s ✇✐t❤♦✉t CO2 r❡str✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ s❝❛r❝❡ ❣❛s r❡s♦✉r❝❡s✳

●❛s ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❛❜✉♥❞❛♥t✱ ❝♦❛❧ ✐s s❝❛r❝❡ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ✇✐t❤ ❣❛s ✭❛t ❛

❣✐✈❡♥ X0
2 ✮✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ s❝❛r❝✐t② r❡♥t✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r s0,H2,3 ❛♥❞ t❤❡ s❧✐❣❤t❡r ✐ts ❞❡❝r❡❛s❡✳ ❍❡♥❝❡✱

t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ X̃3(X0
2 ) ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s ❢♦r ❛❧❧ X0

3 > X̃3(X0
2 ) t♦ ❛ ♣❛t❤ ♦❢ sH2,3 s❧✐❣❤t❡r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❛♥

t❤❛t ♦❢ sH1,2 ✇❤✐❝❤ ❤❛s t♦ ❜❡ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ❛♥② ❝❛s❡ ✭r❡❝❛❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✮✮✳

❍❡♥❝❡✱ ✐❢ X0
3 ≤ X̃3(X0

2 )✱ ✇❡ s❡❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡

t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ t✐♠❡ θ2,E ✇❤❡♥ sH1,2 ❡q✉❛❧s sH2,3 ❛♥❞ ❝♦❛❧ ♠✉st ❜❡ t❡r♠✐♥❛❧❧② ❡①❤❛✉st❡❞✳✶✻ ❙✉❝❤

✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣❛rt ♦❢ ❘❡❣✐♦♥ ■ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳ ❆❣❛✐♥✱ ✐❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞

✶✹❚❤❡ ❍♦t❡❧❧✐♥❣ ♣❛t❤s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡✳ ■♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✸✱ t❤✐s ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳
✶✺■❢ ✭✶✻✮ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✱ sH2,3 < S ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0 ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✭✶✹✮✳
✶✻❚❤✐s ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✭✶✺✮✳

✾



✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ✇✐t❤ ❝♦❛❧ ❛♥❞ ❣❛s ✐s ❛❜✉♥❞❛♥t✱ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❤❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡♥❡✇❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② ✐s

♥♦t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ♣♦rt❢♦❧✐♦ r❡s✉❧ts ✭s❡❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣❛rt ♦❢ ❘❡❣✐♦♥ ■■ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺ ❛♥❞ P❛t❤ ❇ ❛s ❛

❡①❡♠♣❧❛r② ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤✮✳

❆ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛t❤ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳ ❈♦❛❧ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s❝❛r❝❡✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞

✐♥✐t✐❛❧ st♦❝❦s ❛r❡ ❛❜✉♥❞❛♥t ❡♥♦✉❣❤ t♦ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ♥♦♥✲r❡♥❡✇❛❜❧❡ ♣❤❛s❡✱ ❜✉t ♥♦t ❤✐❣❤❧② s♦ t❤❛t ❛

❝❡✐❧✐♥❣ ✐s ♥❡✈❡r ❜✐♥❞✐♥❣✳ ❋✐rst✱ ❝♦❛❧ ❛♥❞ ❣❛s ❛r❡ ✉s❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✉♥t✐❧ ❛t t = θR✱ t❤❡ r❡♥❡✇❛❜❧❡

❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ♠✐①✳ ❆❧❧ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ ✉♥t✐❧ ❝♦❛❧ ✐s ❢✉❧❧② ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❛t t = θ2,E ✳ ◆♦✇✱

✇✐♥❞ ❛♥❞ ❣❛s ❛r❡ ✉s❡❞ ✉♥t✐❧ ✐♥✜♥✐t②✳

Wind

Gas

Coal

Θ2,EΘR0
t

S

s1,3
H

s1,2
H

s2,3
H

s

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❆ ❝❛s❡ ✇✐t❤ t✇♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ st♦❝❦s ✇✐t❤♦✉t ❈❖✷ r❡str✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ s❝❛r❝❡ ❝♦❛❧ r❡s♦✉r❝❡s

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✱ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st♦❝❦ ♦❢ ❝♦❛❧ ✭❛t ❛ ❣✐✈❡♥

X0
3 ✮✱ t❤❡ q✉✐❝❦❡r sH2,3 ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❙♦✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣❛t❤ sH2,3 t❤❛t ❝✉ts S ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇ ❜❡❢♦r❡

sH1,2 ❞♦❡s ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❝♦❛❧ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛✈❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❛♥❞ ♠✉st ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞

❜❡❢♦r❡ ✇✐♥❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦✳ ■♥✐t✐❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts t❤❛t r❡s✉❧t ✐♥ s✉❝❤ ♣❛t❤s ❛r❡ s✐t✉❛t❡❞

✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛rt ♦❢ ❘❡❣✐♦♥ ■■ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❜♦r❞❡r❧✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧ st♦❝❦s Xa
3 (X

0
2 ) ✇❤❡r❡

t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t st❛♥❞s ❢♦r ❛❜✉♥❞❛♥❝❡✳✶✼ ❋♦r ❛❧❧ X0
3 ≥ Xa

3 (X
0
2 )✱ t❤❡ r❡♥❡✇❛❜❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡♥t❡r t❤❡

♣♦rt❢♦❧✐♦ ❜❡❢♦r❡ ❝♦❛❧ ✐st ❡①♣❧♦✐t❡❞✳✶✽

✸✳✸ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❛t❤s ✇❤❡♥ ❛ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐s ❜✐♥❞✐♥❣

❚❤✉s ❢❛r✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❵♣✉r❡✬ ❍♦t❡❧❧✐♥❣ ♣❛t❤s ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♠✐ss✐♦♥

❝❡✐❧✐♥❣✳ ❚♦ ❜r✐♥❣ ♦✉t t❤✐s ❡✛❡❝t ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❤✐❣❤ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❢♦ss✐❧ r❡s♦✉r❝❡ st♦❝❦s

✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❙✉❝❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ✇♦✉❧❞ ❜❡ s✐t✉❛t❡❞ ✐♥ ❘❡❣✐♦♥ ■■■ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳ ■❢ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ✇✐t❤ ❢♦ss✐❧ r❡s♦✉r❝❡ st♦❝❦s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❛❜✉♥❞❛♥t✱

❛ ❝❡✐❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❜✐♥❞✐♥❣ ❛♥❞ λp(t) ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② str✐❝t❧② ❧❡ss ③❡r♦✳ ❆

s✉❜s❡q✉❡♥t ❝❡✐❧✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ st❛②s ❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❧❧♦✇❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧✱ ✐s

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t♦ ③❡r♦✳ ❚❤✐s ❞❡❝r❡❛s❡ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✶✼❈❢✳ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✺✳✶✳

✶✽❚❤✐s ✐♥✐t✐❛❧ st♦❝❦ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥sXa
3 (X

0
2 ) ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✈✐❛

h2·λ
0
2

h3·λ
0
3
=

f1−f2+S·(c1−c2)
f1−f3+S·(c1−c3)

✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ❞❡r✐✈❡

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❍❡r❡✱ ✇✐♥❞ ❡♥t❡rs t❤❡ ♠✐① ❡①❛❝t❧② ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t✐♠❡ ✇❤❡♥ ❝♦❛❧ ✐s ❡①♣❧♦✐t❡❞✳

✶✵



s♣❡❝✐✜❝ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❧❞❝ ✐❢ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ♠✐① ❛t t❤❛t t✐♠❡✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✹✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ s❛②s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ st♦❝❦ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✭XH
3 (X0

2 )✮ ✇❤❡r❡

❢♦r ❛♥② X0
3 > XH

3 (X0
2 )✱ ❛ ❵♣✉r❡✬ ❍♦t❡❧❧✐♥❣ ♣❛t❤ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡r② ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❜r❡❛❦✐♥❣

t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳ ❍❡♥❝❡✱ s✐♥❝❡ ✇❡

❛ss✉♠❡ t❤❛t Z(t = 0) < Z̄✱ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣ ✇✐t❤ λ0
p ·e

(ρ+α)t ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣

✭Z(t) < Z̄ ②✐❡❧❞s νc = 0 ✐♥ ✭✶✵✮ ✇❤❛t s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✾✮✮✳ ▲❡t scu,v ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣❛t❤s

❞✉r✐♥❣ t❤✐s ✐♥✐t✐❛❧ ♣❤❛s❡✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s ♣❤❛s❡ Ż > 0 ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ st♦❝❦ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✳ ▲❡t

t = θC s♣❡❝✐❢② t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ t✐♠❡✳ ❚❤❡♥✱ Z st❛②s ❛t t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❢♦r ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ✉♥t✐❧

❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❝❛r❝✐t② r❡♥ts s❤✐❢t t❤❡ ♠✐① t♦ ❛ ❝❧❡❛♥❡r ♦♥❡ ✇✐t❤ Ż < 0 ✭❘❡♥③ ❛♥❞ ❲❡❜❡r✱ ✷✵✶✼✮✳

❚❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ t✐♠❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② θH ✳ ❍❡r❡✱ ❛ ❍♦t❡❧❧✐♥❣ ♣❛t❤ ❜❡❣✐♥s ✉♥t✐❧ ✐♥✜♥✐t②✳

■❢ ♦♥❧② ♦♥❡ r❡s♦✉r❝❡ ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦r ❝♦❛❧ ❛❧r❡❛❞② ❡①♣❧♦✐t❡❞✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❝❡✐❧✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❢❛✐r❧② s✐♠♣❧❡✳ Z(t) = Z̄ ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② st❛❜❧❡✱

♠✐① ❞❡✜♥❡❞ ❜② Qu(0, s1,u) = α · Z̄/ζu ❢♦r ❡✐t❤❡r u = 2 ♦r u = 3✳ ❇✉t ✐❢ ❛❧❧ t❤r❡❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛r❡

♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠✐① ❛t θC ✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥s ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t r❛t❡✱ ❛

❤✐❣❤❡r s❤❛r❡ ♦❢ ✇✐♥❞ ✭❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❝♦❛❧✮ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ❛ ❧♦✇❡r s❤❛r❡ ♦❢ ❣❛s ✭❛t t❤❡

❛❞✈❛♥❝❡ ♦❢ ❝♦❛❧✮ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❙♦✱ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❧❞❝ ❜❡❝♦♠❡s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② r❡❧❡✈❛♥t✳

❯♥t✐❧ ♥♦✇✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❧❞❝ ❤❛s ❤❛❞ ♥♦ ❞✐r❡❝t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②

♣♦rt❢♦❧✐♦ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦✐♥t ♦❢ t✐♠❡ t✳✶✾ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ❧♦❛❞ ♣r✐❝✐♥❣

♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❛r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✜①❡❞ ❝♦st ♣❧✉s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦sts ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧

t♦ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ♦♣❡r❛t✐♥❣ t✐♠❡ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡

✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❝♦st ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t s❧♦♣❡✳ ❆t ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t✐♠❡✱ ✇❤❡♥ ❜♦t❤

t❤❡ ✜①❡❞ ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦st ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ s♦ ✐s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥

✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❞❝ ❞♦❡s ♥♦t ♠❛tt❡r✳✷✵ ◆♦✇✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡

s❤❛r❡ ♦❢ ❡❛❝❤ t❡❝❤♥♦❧♦❣② Qu s✐♥❝❡ t♦t❛❧ ❡♠✐ss✐♦♥ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞✳ ❆♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❝❛r❝✐t②

r❡♥ts ❛r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥✱ ❡♠✐ss✐♦♥ ❝♦st λ̄p(t)✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s

t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ♣❤❛s❡✱✷✶ ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ λ0
2✱ λ

0
3 ❛♥❞ B(s1,2)

✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❧❞❝✲s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r✿

B(s1,2) =
∂

D(s2,3(s1,2))
D(s1,2)

∂s1,2
.

❨♦✉ ✜♥❞ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✹✳

❋♦r ❡①❡♠♣❧❛r② ❝❧❛r✐✜❝❛t✐♦♥✱ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦sts ♦❢ ❣❛s ❛r❡ ♣✉s❤✐♥❣ t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦

t♦✇❛r❞s ♠♦r❡ ❝♦❛❧✳ ❇✉t ✇✐t❤♦✉t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ r❡♥❡✇❛❜❧❡s ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❜r❡❛❦ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✳

❙♦✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ s1,2 ♦♥ s2,3 ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❞❝✳

❙t✐❧❧✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛t❤s ❞✐✛❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ✇✐t❤ ❢♦ss✐❧

st♦❝❦s ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

✶✾P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❧❞❝ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡s ✐♥ ❛♥② ❝❛s❡ s✐♥❝❡
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦st ❞♦❡s ❤❛✈❡ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ✉s❡✳ ❇✉t ∂su,v/∂t ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ t✐♠❡ t ✐s
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❞❝✳

✷✵❈❢✳ ✜❣✉r❡ ✸✳
✷✶❉♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ✇r♦♥❣ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢❛❝t♦r ❢r♦♠ ❛ ✢❛t ❝❡✐❧✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♦♠✐t t❤❡ t✐♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t

❤❡r❡✳

✶✶



●❛s ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s❝❛r❝❡✱ ❝♦❛❧ ✐s ❛❜✉♥❞❛♥t ❋✐rst✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❣❛s t♦ ❜❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s❝❛r❝❡ ❛♥❞ ✉s❡

t❤❡ s❛♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r r❡❧❛t✐✈❡ s❝❛r❝✐t② ❛s st❛t❡❞ ❡❛r❧✐❡r✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✱✷✷ ✐♥ t❤❡ ✜rst

♣❤❛s❡✱ ❛❢t❡r ✇✐♥❞ ❤❛s ❥♦✐♥❡❞ t❤❡ ♠✐① ✐ts s❤❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

❡♥❞♦✇♠❡♥t t❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❛t❤s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❣❛s✿ ■t ❝♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦r ❞❡❝r❡❛s❡

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r ✐ts r❡❧❛t✐✈❡ s❝❛r❝✐t② ♦r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ✐s ❝❧❡❛♥❡r ♣r❡✈❛✐❧s✳ ❲❡ ♠❛② ❛❧s♦

❡♥❝♦✉♥t❡r ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠✐① ✜rst s❤✐❢ts ❛✇❛② ❢r♦♠ ❣❛s ❞✉❡ t♦ ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ✐♥✐t✐❛❧

s❝❛r❝✐t② r❡♥t ♦❢ ❣❛s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ tr❡♥❞ ❜❛❝❦ t♦✇❛r❞s ♠♦r❡ ❣❛s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✇♦✉❧❞ ❧✐❡ ✐♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧❧②

❤✐❣❤ s❝❛r❝✐t② r❡♥t t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦✈❡r❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ❡♠✐ss✐♦♥ ❝♦sts ✇❤✐❝❤ r✐s❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤

❛ ❤✐❣❤❡r r❛t❡ ♦❢ ✭α+ ρ✮ ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ρ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❝❛r❝✐t② r❡♥ts r✐s❡s✮✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ s̄1,2

❛♥❞ s̄2,3 ❝❤❛♥❣❡s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✇❤✐❧❡ Z = Z̄✳ ❚❤❡ ♣❛t❤ ✐♠♣❧✐❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡♠✐ss✐♦♥

❝♦sts r❡❛❝❤✐♥❣ ③❡r♦ ❛t θH ✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s❝❛r❝✐t② ♦❢ ❣❛s ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ♣❤❛s❡✱ ❜♦t❤ r❡s♦✉r❝❡s

❛r❡ ✉s❡❞ ✉♥t✐❧ ✐♥✜♥✐t②✳

Gas

Wind

Coal

ΘC ΘH> ΘR

time

s1,2
H

s1,2
c

S

s2,3
H

s2,3

s1,2

s2,3
c

s

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❆ ❝❛s❡ ✇✐t❤ t✇♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ st♦❝❦s ✇✐t❤ ❈❖✷ r❡str✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ s❝❛r❝❡ ❣❛s r❡s♦✉r❝❡s

●❛s ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❛❜✉♥❞❛♥t✱ ❝♦❛❧ ✐s s❝❛r❝❡ ■❢ ✇❡ ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥t

✇✐t❤ ❣❛s ❛♥❞ ❦❡❡♣ ❝♦❛❧ ✜①❡❞✱ ❝♦❛❧ ❜❡❝♦♠❡s r❡❧❛t✐✈❡❧② s❝❛r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛t❤ s❤♦✇s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✳ ■♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ ❣❛s ❛♥❞ ❝♦❛❧ ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❝❛r❝✐t②

r❡♥ts ❛♥❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ❝♦sts ❧❡❛❞ t❤❡ r❡♥❡✇❛❜❧❡ t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❛t θR✳ ■ts s❤❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②

✐♥❝r❡❛s❡s ✉♥t✐❧ Z ❡q✉❛❧s Z̄✳ ◆♦✇✱ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❝♦sts ❞❡❝r❡❛s❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ st♦❝❦ st❛②s str✐❝t❧②

❛t t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡❞ s❝❛r❝✐t② r❡♥ts ♣✉s❤ t❤❡ ♠✐① t♦ ♦♥❡ t❤❛t ✐s ❧❡ss ♣♦❧❧✉t✐♥❣

t❤❛♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❞✐❧✉t✐♦♥✱ ❛ ♣✉r❡ ❍♦t❡❧❧✐♥❣ ♣❛t❤ ❜❡❣✐♥s✳ ❋r♦♠ t❤❡♥ ♦♥ ❛❧❧ t❤r❡❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛r❡

✉s❡❞ s✐♠✉❧❛t❡♥♦✉s❧② ✉♥t✐❧ ❝♦❛❧ r✉♥s ♦✉t ❛♥❞ ❣❛s ❛♥❞ ✇✐♥❞ ❛r❡ ✉s❡❞ ✉♥t✐❧ ✐♥✜♥✐t②✳ ❚❤❡ r❡❧❛t❡❞

❝♦♥tr♦❧ ♣❛t❤ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✾✳✷✸

❆❣❛✐♥✱ ✐❢ ❣❛s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛❜✉♥❞❛♥t✱ ❝♦❛❧ ♠✐❣❤t ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ r❡♥❡✇❡✇❛❜❧❡ ❤❛s

❡♥t❡r❡❞ t❤❡ ♠✐①✳✷✹ ❚❤✐s ❝❛s❡ ❛♥❞ ❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡s ❛r❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✺✳

✷✷❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ♣❤❛s❡ sc1,2 ❞❡❝r❡❛s❡s s❧♦✇❡r t❤❛♥ sc2,3 ❛s ❛t t❤❡ ❢♦r♠❡r ❜♦r❞❡r ❝♦❛❧ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❝❧❡❛♥ ✇✐♥❞
❛♥❞ ❛t t❤❡ ❧❛tt❡r ❜♦r❞❡r t❤❡ ❢♦ss✐❧ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❣❛s ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ♦t❤❡r ❢♦ss✐❧ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❝♦❛❧✳

✷✸❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ♣❤❛s❡ sc1,2 ❞❡❝r❡❛s❡s s❧♦✇❡r t❤❛♥ sc2,3 ❛s ❛t t❤❡ ❢♦r♠❡r ❜♦r❞❡r ❝♦❛❧ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❝❧❡❛♥ ✇✐♥❞
❛♥❞ ❛t t❤❡ ❧❛tt❡r ❜♦r❞❡r t❤❡ ❢♦ss✐❧ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❣❛s ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ♦t❤❡r ❢♦ss✐❧ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❝♦❛❧✳

✷✹■♥ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ❝♦♥s✐st ♦❢ ❣❛s ❛♥❞ t❤❡ r❡♥❡✇❛❜❧❡✳

✶✷



Gas

Wind

Coal

ΘC ΘH> ΘR Θ2,E

time

s1,2
H

s1,2
c

s1,3
H

S

s2,3
H

s2,3

s1,2

s2,3
c

s

❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❆ ❝❛s❡ ✇✐t❤ t✇♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ st♦❝❦s ✇✐t❤ ❈❖✷ r❡str✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ s❝❛r❝❡ ❝♦❛❧ r❡s♦✉r❝❡s

✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❝♦♠❜✐♥❡s ❍♦t❡❧❧✐♥❣✬s t❤❡♦r②✱ t❤❛t ✇❛s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t

❜② ❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✱ ✇✐t❤ ❛ ♣❡❛❦ ❧♦❛❞ ♣r✐❝✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞❡s❝r✐❜❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t②

♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♠❛r❦❡ts ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❈❖✷ ✐♥ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ❛s ✇❡❧❧

❛s t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ st♦❝❦s ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ✜①❡❞ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❧♦❛❞ ❞✉r❛t✐♦♥

❝✉r✈❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛♥❞

❝❛♣❛❝✐t② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❞✐✛❡r✐♥❣ ❝❤❛r✲

❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣♦❧❧✉t✐♦♥✱ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ✜①❡❞

❝♦sts✳ ❋♦r t❤❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ t❤r❡❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❝❛s❡ ✇✐t❤ t✇♦

♣♦❧❧✉t✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦❛❧✱ ❛ ❤✐❣❤✲❝❛r❜♦♥✱ ❤✐❣❤✲✜①❡❞✲❧♦✇✲✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦st✱ ❧♦✇ ❡✣❝✐❡♥❝②

t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❛♥❞ ❣❛s✱ ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇✐t❤ ✐♥✈❡rs❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❆ ❣r❡❡♥✱ s✉♣♣❧②✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ t❡❝❤✲

♥♦❧♦❣② ✇✐t❤ ❤✐❣❤✲✜①❡❞ ❛♥❞ ♥♦ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦sts s✉♣♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ t✇♦ ❢♦ss✐❧ ♦♥❡s✳

❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥s ♣❛t❤s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ✇✐t❤ ❝♦❛❧

❛♥❞ ❣❛s✳ ❆ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤✲✜①❡❞ ❝♦st ❢♦ss✐❧ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❧❡❛❞s t♦

✐ts ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❧♦✇✲✜①❡❞ ❝♦st t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ✉s❡❞ ✉♥t✐❧ ✐♥✜♥✐t② ✐♥ ❡✐t❤❡r ❝❛s❡✳ ❚❤✐s

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ ❡①✐st✐♥❣ ❍♦t❡❧❧✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

■❢ ❡♠✐ss✐♦♥ t❛r❣❡ts ❛r❡ t✐❣❤t ✭♦r t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ st♦❝❦s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❛❜✉♥❞❛♥t✮✱ ❛ ♣❤❛s❡

✇❤❡r❡ t❤❡ ❈❖✷✲❛♠♦✉♥t st❛②s ❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❧❧♦✇❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧ r❡s✉❧ts✳ ❚❤✐s ♣❤❛s❡ ♣❡rs✐sts ✉♥t✐❧

t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ st♦❝❦s ❤❛✈❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞ t♦ ❛ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ s❝❛r❝✐t② ♣✉s❤❡❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

♠✐① t♦ ❛ ❝❧❡❛♥❡r ♦♥❡✳

❲❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t r❡❞✉❝t✐♦♥ t❛r❣❡ts ♠❛② ❜❡ ❛tt❛✐♥❡❞ ✈✐❛ ❛ s❤✐❢t t♦✇❛r❞s t❤❡ ❧❡ss ♣♦❧❧✉t✐♥❣

❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ■ts s❤❛r❡ s❤♦✉❧❞ t❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s❡ ❛❣❛✐♥ ✇❤❡♥ ❛ r❡♥❡✇❛❜❧❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣②

❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ t❤❡ r❡♥❡✇❛❜❧❡✱ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r ✐t ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t

t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦♥❣❡r t❤❡ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧s ✇✐❧❧ s✉✣❝❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ❡q✉✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✇✐❧❧

✐♥❝r❡❛s❡ ✐❢ ❝♦sts ♦❢ r❡♥❡✇❛❜❧❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ q✉✐❝❦❧②✳

✶✸



❆ Pr♦♦❢ ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛t❤s

❆✳✶ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶

❇✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ ✭✺✮✱ s✉❜❥❡❝t t♦ ✭✶✮✱ ✭✷✮✱ ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t✲✈❛❧✉❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥

✇r✐t❡s

L(t) =−

3
∑

u=1

fu ·Ku(s
min
u (t), smax

u (t)) ✭✶✾✮

−
3
∑

u=1

cu ·Qu(s
min
u (t), smax

u (t))

−
3
∑

u=2

λu(t) · hu ·Qu(s
min
u (t), smax

u (t))

+ λp(t)

[

3
∑

u=2

ζu ·Qu(s
min
u (t), smax

u (t))− α · Z(t)

]

+ νc(t) ·
(

Z̄ − Z(t)
)

,

✇❤❡r❡ λu(t) ✐s t❤❡ ❍♦t❡❧❧✐♥❣ r❡♥t ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ u✱ λp(t) ✐s t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧✐t② ❝♦st ♦❢ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❛♥❞

νc(t) t❤❡ ❑❛r✉s❤✲❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❢❛❝t♦r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ♣♦❧❧✉t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡
∑3

u=1 Qu(t) =
∫ S

0
D(s)ds ❛♥❞

∑3
u=1 Ku(t) = D(0) ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❜♦✉♥❞

♦❢ ♦♥❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♠✉st ❜❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡✳✷✺ ❙♦ ✇❡ ❞❡✜♥❡✿

su,v(t) = smax
u (t) = smin

v (t) ✇✐t❤ v > u.

❚❤❡♥✱ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❛♥ ✐♥t❡r✐♦r s♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

∂L(t)

∂su,v(t)
=Dsu,v(t) · (−fv + fu − cu · su,v(t)

+cv · su,v(t)− λu(t) · hu · su,v(t) + λv(t) · hv · su,v(t)

+λp(t) · (ζu − ζv) · su,v(t)) = 0, ✇✐t❤ u = 1, 2, 3, v > u.

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦st ♠✐♥✐♠✉♠ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

su,v(t) =
fu − fv

(cv − cu) + (hv · λv(t)− hu · λu(t))− λp(t) (ζv − ζu)
,

♦r✱ ✇❤❡♥ ❝♦st ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♣❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ t♦❣❡t❤❡r✱ ❜②

su,v(t) =
fu − fv

(cv + hv · λv(t)− λp(t) · ζv)− (cu + hu · λu(t)− λp(t) · ζu)
,

✷✺❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡st ✜①❡❞ ❝♦sts ✐♥ t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❡q✉❛❧s S✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
♦♣❡r❛t✐♥❣ ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇✐t❤ ❧♦✇❡st ✜①❡❞ ❝♦sts ❡q✉❛❧s ✵✳

✶✹



✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✈❛r✐❛❜❧❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✲s♣❡❝✐✜❝ ❝♦st ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t♦ ❜❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ t♦ ②✐❡❧❞

su,v =
fu − fv

cvar,v(t)− cvar,u(t)
.

❘❡♠❛r❦ t❤❛t ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ u ❛♥❞ v ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ♣♦rt❢♦❧✐♦ ✭❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜②

♦t❤❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✐♥ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♦♣❡r❛t✐♥❣ r❛♥❣❡ s ∈ [0;S]✮✱ su,v ❞❡s❝r✐❜❡s ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥

t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳

❆✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷

❘❡♥③ ❛♥❞ ❲❡❜❡r ✭✷✵✶✼✮ ❞❡s❝r✐❜❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣② u ♣❛rt

♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ♣♦rt❢♦❧✐♦ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s su,v t♦✇❛r❞s ❡❛❝❤

♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ❝♦sts ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s u = 1, 2, 3 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♥❣ t✐♠❡ ♠❛② ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❜②

Cu(s) = fu + cvar,u · s

✇✐t❤ cvar,u ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✼✮✳ ❚❤❡♥✱ su,v ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✻✮✱ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✿

Cu(s) > Cv(s) ∀s < su,v ∧ Cu(s) ≤ Cv(s) ∀s ≥ su,v. ✭✷✵✮

❋✐rst✱ ❛ss✉♠❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣❛s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■❢ S = ∞✱✷✻ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✉s❡ ♦❢ ❝♦❛❧ ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞

✈✐❛ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ♣r♦❞✉❝❡❞ Q2(0, s
H
1,2) ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ t✐♠❡ t ≥ 0✳ ❋✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡ t❤❛t

❡♠✐ss✐♦♥ t❛r❣❡ts ❛r❡ ♥♦t ❜✐♥❞✐♥❣ ✭λp ≡ 0✮✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❛❧ ✐s s♦ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ λ0
2

❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✶✺✮ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ♠✉st ❤♦❧❞ ❢♦r ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✿

X0
2 = h2 ·

∫

∞

0

∫ sH1,2

0

D(s)−D(sH1,2)dsdt

✇✐t❤

sH1,2 =
f1 − f2

c2 + h2 · λ0
2 · e

ρt
.

s0,H1,2 = sH1,2(t = 0) > 0 ✐s t❤❡♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ X0
2 ♦♥ [0;∞] ✇❤✐❧❡ sH1,2 ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②

❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦✈❡r t✐♠❡ ✇✐t❤ lim
t→∞

sH1,2 = 0✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡r❡ ♠✉st ❛❧s♦ ❡①✐st ❛ X0
2 = XR

2 ✇✐t❤

s0,H1,2 = S < ∞✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧ X0
2 > XR

2 s0,H1,2 > S ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ X0
2 ≤ XR

2 s0,H1,2 ≤ S✳ ❙✐♥❝❡ sH1,2 ≥ S

s✉s♣❡♥❞s ✇✐♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ♣♦rt❢♦❧✐♦✱ ❛♥② X0
2 > XR

2 ♠✉st ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♥♦✲✇✐♥❞ ♣❤❛s❡✳

❆ ♣r♦♦❢ ❢♦r ❛ ❣❛s✲♦♥❧② ❝❛s❡ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ s✐♠✐❧❛r❧②✳

■❢ ❜♦t❤ ❢♦ss✐❧ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ S = ∞✱ ❢♦r sH1,2 > sH1,3✱

Q2(s
H
1,2, s

H
2,3) > 0 ❛♥❞ Q3(0, s

H
2,3) > 0✱ ❛♥❞ ❢♦r sH1,2 ≤ sH1,3✱ Q2 = 0 ❛♥❞ Q3(0, s

H
1,3) > 0✳ ■♥ ❜♦t❤

❝❛s❡s✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❢♦ss✐❧ ❡♥❡r❣② ♣r♦❞✉❝❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Qf (t) = max
u u=2,3

∫ sH1,u

0

D(s)−D(sH1,u)ds. ✭✷✶✮

✷✻❲❤❡♥❡✈❡r ✇❡ ♠❛❦❡ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ✜♥✐t❡ t♦t❛❧ ❞❡♠❛♥❞ ✭
∫ S

0 D(s)ds < ∞✮✳

✶✺



❙♦✱ max
{

sH1,2, s
H
1,3

}

♠❛r❦s t❤❡ ✉♣✇❛r❞ ❧✐♠✐t ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t ♦♣❡r❛t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❢♦ss✐❧

r❡s♦✉r❝❡s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ ♣r♦♦❢ ❢♦r ❛ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❜♦t❤ r❡s♦✉r❝❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❣❛✐♥ ❛❧♦♥❣

t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡s✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡

∃XR
3 (X0

2 ) ∀X
0
2 ∈ [0;XR

2 ] ✭✷✷✮

✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♥♦✲✇✐♥❞ ♣❤❛s❡ ❢♦r ❛❧❧ X0
3 > XR

3 (X0
2 ) ❛♥❞ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❛❧r❡❛❞② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✇✐♥❞

❢♦r ❛❧❧ X0
3 < XR

3 (X0
2 )✳ ■❢ X

0
3 = XR

3 (X0
2 )✱ ✇✐♥❞ ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❢♦r t > 0✱ ❜✉t ♥♦t ✐♥ t = 0✳

❚❤✐s ♣r♦♦❢ ❤♦❧❞s ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✐♥ ❛ ♣❛t❤ ✇✐t❤ s0,H1,2 = S ❛♥❞ X0
3 = 0✱ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡

❜✐♥❞✐♥❣✳ ❙♦✱ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ♠✉st ♥♦t ❜❡ ❡①tr❡♠❡❧② t✐❣❤t✳ ■❢ ✐t ✇❛s✱ ❛ ♣❛t❤ st❛rt✐♥❣ ✐♥ s0,H1,2 = S ✇✐t❤

λp ≡ 0 ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱ s♦ ✇✐♥❞ ♠✉st ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡r② ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳

❆✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸

❆ss✉♠❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st♦❝❦ X̃2(X0
3 ) ❢♦r ❛❧❧ X

0
3 ∈ [0,∞) ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❋♦r ❛❧❧ X0
2 < X̃2(X0

3 ) ❝♦❛❧ ✐s ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❛t t = θ2,E < ∞ ✭s❛②✱ ❈❛s❡ ❜✮ ❛t t❤❡ ❧❛t❡st✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t

♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ✉♥t✐❧ ✐♥✜♥✐t② ✭s❛②✱ ❈❛s❡ ❛✮✳ ❋♦r t❤❡ t✐♠❡ ❜❡✐♥❣✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✉♣♣❡r

❧✐♠✐t ❢♦r t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ✭S = ∞✮ ❛♥❞ ♥♦ ❡♠✐ss✐♦♥ t❛r❣❡t ✭λp ≡ 0✮ ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✳

❲✐t❤ ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✹✮✱ t❤❡ s❤❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❛❧✱ ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Ẋ2 = −h2 ·Q2(s
H
2,3, s

H
1,2). ✭✷✸✮

Ẋ2 ✐s str✐❝t❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ sH1,2 ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ sH2,3✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❛❧ ❡q✉❛❧s ③❡r♦ ✐❢

sH2,3 ≥ sH1,2✳

❈❛s❡ ❛✿ ■❢ s2,3 < s1,2 ❢♦r t ≥ 0✱ Ẋ2 > 0 ❢♦r t ≥ 0✳ ❆❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦

✭✻✮✲✭✽✮✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡

c2 + h2 · λ
0
2 · e

ρt

c3 + h3 · λ0
3 · e

ρt
<

f1 − f2
f1 − f3

∀t ≥ 0.

❆t ✐♥✜♥✐t②✱ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

h2 · λ
0
2

h3 · λ0
3

<
f1 − f2
f1 − f3

. ✭✷✹✮

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ♣❛t❤s ♦❢ sH2,3 ❛♥❞ sH1,2 ❞♦❡s ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♦♥❧② ♦♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡

t✐♠❡ r❛♥❣❡✳ ❙♦✱ s✐♥❝❡ X0
2 > 0✱ sH2,3 < sH1,2 ❢♦r t❂✵✱ Ẋ2 > 0 ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0 ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ✭✷✸✮ ❢r♦♠ ③❡r♦ t♦ ∞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❣❛s ❡q✉❛❧s
∫

∞

0
h3 ·Q3(0, s2,3)dt✳ ❱✐❛ ✭✶✺✮ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s λ0

2 ❛♥❞ λ0
3 ✐s ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ✭s❡❡

❛❧s♦ ❆✳✺✳✶✮✳

❈❛s❡ ❜✿ ❏✉st ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡ ✐s Ẋ2 = 0 ✐❢ sH2,3 ≥ sH1,2✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡

♣❛t❤s ♦❢ sH2,3 ❛♥❞ sH1,2 ❞♦❡s ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♦♥❧② ♦♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ t✐♠❡ r❛♥❣❡✳ ❙♦✱ s✐♥❝❡

X0
2 > 0✱ sH2,3 < sH1,2 ❢♦r t❂✵✳ ■❢ ✭✷✹✮ ✐s r❡✈❡rs❡❞✱ sH2,3 ❛♥❞ sH1,2 ✐♥t❡rs❡❝t ❛t ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ t✐♠❡ t > 0

✇❤✐❝❤ ✇❡ s♣❡❝✐❢② ❜② θE,2 < ∞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ Ẋ2 = 0 ❢♦r t ≥ θE,2✳ ❙✐♥❝❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥

✶✻



r❡q✉✐r❡s
∫

∞

0
h2 ·Q2dt = X0

2 ❛♥❞ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t✐♠❡

✇❤❡♥ ❜♦t❤ ❝✉r✈❡s ✐♥t❡rs❡❝t ♠✉st ❡q✉❛❧ t❤❡ t✐♠❡ ✇❤❡♥ ❝♦❛❧ ✐s ❡①♣❧♦✐t❡❞✳ ❙♦✱ ❝♦❛❧ ✐s ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❛t ❛

♣♦✐♥t ♦❢ t✐♠❡ θE,2 < ∞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢
h2·λ

0
2

h3·λ
0
3
> f1−f2

f1−f3
✳ ❚❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts X0

2 (X
0
3 )

❞❡r✐✈❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳

❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ♣r♦♦❢ ✇❡ ♠❛❞❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t S = ∞ ❛♥❞ t❤❛t ♥♦ ❡♠✐ss✐♦♥

t❛r❣❡ts ❛♣♣❧②✳ ■❢ ✇❡ r❡❧❛① t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛t❤s su,v ❜❡❝♦♠❡ ❛❧s♦ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

λp ❛♥❞ S < ∞✳ ❇✉t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ✇✐t❤ ❢♦ss✐❧ r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧

❞✐❧✉t✐♦♥ r❛t❡ ✭❛s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ✭✷✮✮✱ t❤❡r❡ ♠✉st ❡①✐st ❛ t✐♠❡ θH ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐s ♥♦ ♠♦r❡ ❜✐♥❞✐♥❣

✭λp ≡ 0✮ ❢♦r ❛❧❧ t ≥ θH ✭❝❢✳ ❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✮✳ ❋♦r t > θH ✭❛♥❞ t > θR✮✱ ❡✐t❤❡r ❝♦❛❧ ✐s

st✐❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛❜♦✈❡ ❛♣♣❧✐❡s ♦r ❝♦❛❧ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❡①♣❧♦✐t❡❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❤❡♥❡✈❡r
h2·λ

0
2

h3·λ
0
3
> f1−f2

f1−f3
✱ ❝♦❛❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t✐♠❡ ✇❤❡♥ sH2,3 = sH1,2 ❛t t❤❡ ❧❛t❡st✳

❆✳✹ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹

❲❡ ❢♦❧❧♦✇ ❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st ❝r✐t✐❝❛❧ st♦❝❦s XH
2 (X0

3 ≡ 0) ❛♥❞

XH
3 (X0

2 ≡ 0) ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✿ ■❢ X0
u ≤ XH

u ✱ λp ≡ 0 ❢♦r t ≥ 0✳ ❆♥❞ ✐❢ X0
u > XH

u ✱

λp < 0 ❢♦r ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ t ∈ [0; θH) < ∞✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r XH
2 (X0

3 ) ✇✐t❤ X0
3 ∈

[

0;XH
3 (X0

2 ≡ 0
)

]✳ ■❢ ✐♥✐t✐❛❧❧② λp < 0✱ t❤r❡❡ ❞✐st✐♥❝t t✐♠❡ ♣❤❛s❡s r❡s✉❧t ✭❘❡♥③ ❛♥❞ ❲❡❜❡r✱ ✷✵✶✼✮✿

❆♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❤❛s❡ ✇❤❡r❡ Z < 0✱ Ż > 0 ❛♥❞ λp < 0✱ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ❧❡♥❣t❤ ✇❤❡r❡ Z = Z̄

❛♥❞ λp < 0 ✭s❛②✱ ❝❡✐❧✐♥❣ ♣❤❛s❡✮ ❛♥❞ ❛ t❤✐r❞ ♣❤❛s❡ ✇❤❡r❡ Z < 0✱ Ż < 0 ❛♥❞ λp ≡ 0 ✭s❛②✱ ❍♦t❡❧❧✐♥❣

♣❤❛s❡✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞✳

❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ st♦❝❦s ❋r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✮ ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ✐❢ X0
2 = 0✱ ✐t ❡①✐sts ❛ λ0

3 < ∞ s✉❝❤ t❤❛t

ζ3 · Q3(0, s
0
1,3) < α · Z0✳

✷✼ ❚❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✐♥✐t✐❛❧ st♦❝❦ ♦❢ ❣❛s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✶✺✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ λ0
3

✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ X0
3 ♦♥❧②✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ s01,3 = S✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❛♥

✐♥✜♥✐t❡ ❣❛s✲♦♥❧② ♠✐①✱ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ♣❛t❤s ✐♠♣❧✐❡s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❤❛s❡ ✇❤❡r❡ ζ3 · Q3 > α · Z ❛♥❞ Z

✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ❇❡❝❛✉s❡ Z ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ lim
t→∞

s1,3 = 0 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② lim
t→∞

Zt = 0✮✱

t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ Z t❤❡♥ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ Zmax(s
0,H
1,3 = S)✳✷✽ ■❢ t❤✐s ♠❛①✐♠✉♠ ✇❛s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ Z̄✱

θR = 0 ❛♥❞ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♥♦✲✇✐♥❞ ♣❛t❤ ✇❛s ♥♦t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ❙♦✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t Zmax(s
0
1,3 = S) < Z̄✳

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r X0
3 ✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r s0,H1,3 > 0✱ t❤❡ ❧♦♥❣❡r t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ t ∈ [0; θR] ✇❤❡r❡ Q3(0, S)✱

t❤❡ ❤✐❣❤❡r Zmax(X
0
3 )✳ ❙♦✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ X0

3 (X
0
2 ≡ 0)✱ ✇❤❡r❡ Zmax = Z̄ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❜②

XH
3 (X0

2 ≡ 0) ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳

■❢ ✇❡ ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ♣❛t❤ ✇✐t❤ s0,H1,2 = S ❛♥❞ X0
3 ≡ 0 ✐s ❛❧s♦ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱✷✾ ❛ ♣r♦♦❢ ❢♦r

XH
2 (X0

3 ≡ 0) ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ s✐♠✐❧❛r❧②✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ❛♥② ♣❛t❤ ✇✐t❤ X0
2 , X

0
3 > 0✱ λp ≡ 0

❛♥❞ max {s1,3, s1,2} = S ❞♦❡s ❛❧s♦ ♥♦t ❜r❡❛❦ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ Z̄ > 0 ❛♥❞ lim
t→∞

Z(t) = 0✳

❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ Z t❤❡r❡ ♠✉st ❛❧s♦ ❡①✐st ❛ Zmax✱ ❛♥❞✱ ❢♦r s✐♠✐❧❛r r❡❛s♦♥s ❛s ✐♥ t❤❡

♦♥❡✲r❡s♦✉r❝❡ ❝❛s❡✱ ❛ XR
2 (X0

3 ) ✇✐t❤ X0
3 ∈

[

0;XR
3 (X0

2 ≡ 0
)

]✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t XR
3 (X0

2 ) ❡q✉❛❧s

XR,max
3 ✇✐t❤ XR,max

3 = max
{

XR
3 (X0

2 ≥ 0)
}

✳✸✵

✷✼❚❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s01,3 ✐s str✐❝t❧② ❧❡ss S s✐♥❝❡ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❣❛s✲♦♥❧② ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜r❡❛❦ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✇❤❛t ✇❡
❤❛✈❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

✷✽❈♦♠♣❛r❡ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ t❛r❣❡ts ❛r❡ ♥♦t ❡①tr❡♠❡❧② t✐❣❤t ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳
✷✾❚❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐s ♥♦t ❜r♦❦❡♥✳
✸✵XR,max

2 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ s✐♠✐❧❛r❧②✳

✶✼



❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❘❡♥③ ❛♥❞ ❲❡❜❡r ✭✷✵✶✼✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✮ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢

❛ ❝❡✐❧✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s ❜✐♥❞✐♥❣✱ ❛ ❝❡✐❧✐♥❣ ♣❤❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ t✐♠❡ ❧❡♥❣t❤ ✇❤❡r❡ Z = Z̄ ♠✉st ❢♦❧❧♦✇✳

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❘❡♥③ ❛♥❞ ❲❡❜❡r ✭✷✵✶✼✮✱ ✐♥ t❤✐s ♣r♦❣r❛♠ t❤❡ t✇♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ♣♦❧❧✉t✐♥❣

r❡s♦✉r❝❡s ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ s❤❛r❡s ♦❢ ♣♦❧❧✉t✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ❝❡✐❧✐♥❣ ♣❤❛s❡✳ ❚♦ ❛❝❝♦✉♥t

❢♦r t❤✐s ❢❛❝t✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ ❛ ♥❡t ❈❖✷✲❡♠✐ss✐♦♥ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✿

ζ2 ·Q2 + ζ3 ·Q3 = α · Z̄ ∀t ∈ [θC , θH ] ✭✷✺✮

■❢ ❛❧❧ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ♣♦rt❢♦❧✐♦✱ Qf̄ (t) ✭s❡❡ ❛❧s♦ ✭✷✶✮✮ s❤♦✉❧❞ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡

t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♥❡r❣② ♣r♦❞✉❝❡❞ ✈✐❛ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Qf̄ (s1,2) ≡ Q2 +Q3 =

∫ s1,2

0

D(s)−D(s1,2)ds. ✭✷✻✮

■t ✐s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ s1,2✳ Q2 ✐s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ Q3 ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ s1,2✳

❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Q2(s1,2) =
α · Z̄ − ζ3 ·Qf̄ (s1,2)

ζ2 − ζ2
,

❛♥❞

Q3(s1,2) =
ζ2 ·Qf̄ (s1,2)− α · Z̄

ζ2 − ζ3
.

❲❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡✜♥❡ Rf̄ (t)✱ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❣❛s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢♦ss✐❧ ♠✐①✱ ✇✐t❤

Rf (s1,2) ≡
Q3

Qf̄ (s1,2)
,

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ❛❧s♦ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ s1,2✳

❉✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✱ ✇❤❡r❡ Z = Z̄✱ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥ ✭✶✾✮ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❜②

L(s1,2) =− (f1 − f2) ·D(s1,2)− (f2 − f3) ·D(s2,3(s1,2))

− f3 ·D(S)− λ2 · h2 · (1−Rf̄ (s1,2)) ·Qf̄ (s1,2)− λ3 · h3 ·Rf̄ (s1,2) ·Qf̄ (s1,2)

+ λp

(

ζ2 · (1−Rf̄ (s1,2)) ·Qf̄ (s1,2) + ζ3 ·Rf̄ (s1,2) ·Qf̄ (s1,2)− α · Z̄
)

+ νc ·
(

Z̄ − Z
)

,

✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ✉s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ✐♥♥❡r s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

s̄1,2(t) =
f1 − (f2 − (f2 − f3) ·

∂
D(s2,3(s1,2))

D(s1,2)

∂s1,2
)

1
ζ2−ζ3

· [(ζ2 · c3 − ζ3 · c2) + (ζ2 · h3 · λ3 − ζ3 · h2 · λ2)]
. ✭✷✼✮

✶✽



❚♦ ❡❛s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇r✐t❡

B(s1,2) =
∂

D(s2,3(s1,2))
D(s1,2)

∂s1,2
.

❲❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧✐t② ❝♦sts ❡①♣❧✐❝✐t✱ ❜② ❡q✉❛t✐♥❣ s̄1,2(t) ✇✐t❤ t❤❡

❵st❛♥❞❛r❞✬ ♦♣t✐♠❛❧✐t② t❡r♠ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✿

s1,2 = s̄1,2(t) =
f1 − f2

c2 + h2 · λ2 − ζ2 · λ̄p(t)
.

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧✐t② ❝♦sts ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

λ̄p(λ
0
2, λ

0
3, s1,2) =

(f1 − f2)(c2 − c3 + h2λ2 − h3λ3)

(f1 + f2(−1 +B(.))− f3B(.))(−ζ2 + ζ3)

−
(f2 − f3)B(.)(c2 + h2λ2)

(f1 + f2(−1 +B(.))− f3B(.))ζ2

λp ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ❢r♦♠ λp(t = θC) < 0 t♦ ③❡r♦ ❛t θH ✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✱ s̄2,3(t) ✐s

✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥❡❞ ✈✐❛ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❈❖✷✲❡♠✐ss✐♦♥s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✺✮✳

❆✳✺ ❉❡t❛✐❧s ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛t❤s

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛t❤s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts

❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺ ✐❢ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ❡♠✐ss✐♦♥ t❛r❣❡ts ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳ ❲❤❡♥❡✈❡r

♣♦ss✐❜❧❡ ✇❡ ❞r❛✇ ♦♥ ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮✳

❆✳✺✳✶ ❊✣❝✐❡♥t ❝♦♥tr♦❧ ♣❛t❤s ✐❢ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐s ♥❡✈❡r ❜✐♥❞✐♥❣

●❛s ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s❝❛r❝❡✱ ❝♦❛❧ ✐s ❛❜✉♥❞❛♥t

■❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ r❡s♦✉r❝❡ st♦❝❦s ❛r❡ ♥♦t ❤✐❣❤❧② ❛❜✉♥❞❛♥t s♦ t❤❛t ❛ ❈❖✷ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐s ♥❡✈❡r

❜✐♥❞✐♥❣✱ ❛♥❞ ❣❛s ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s❝❛r❝❡ ❛♥❞ ❝♦❛❧ ❛❜✉♥❞❛♥t t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ✉♥❦♥♦✇♥s λ0
2✱ λ

0
3 ❛♥❞ θR✱

✇✐t❤ t❤r❡❡ ❡q✉♦t❛t✐♦♥s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ ❝♦❛❧✿

∫ θR

0

Q2(s
H
2,3, S)dt+

∫

∞

θR

Q2(s
H
2,3, s

H
1,2)dt = X0

2/h2

❼ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ ❣❛s✿

∫

∞

0

Q3(0, s
H
2,3)dt = X0

3/h3

❼ ❲✐♥❞ ❡♥t❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t ♣♦rt❢♦❧✐♦✿

sH1,2(λ
0
2, t = θR) = S

■❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ r❡s♦✉r❝❡ st♦❝❦s ❛r❡ ❧♦✇ X0
3 < XR

3 (X0
2 )✱ θR ≡ 0✳

✶✾



❚❤✐s ❝❛s❡ ❤♦❧❞ ❛❧s♦ ✐❢ X0
3 = 0✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ r❡♣❧❛❝❡ sH2,3 ❜② ③❡r♦ ❛♥❞ t❤❡ ❵❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ✉s❡

♦❢ ❝♦❛❧✬ ❜❡❝♦♠❡s ✐rr❡❧❡✈❛♥t✳ ❘❡♣❧❛❝❡ ❝♦❛❧ ❜② ❣❛s ❛♥❞ u = 2 ❜② u = 3 t♦ ❣❡t t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❝❛s❡ ✇❤❡r❡ X0
3 = 0✳

●❛s ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❛❜✉♥❞❛♥t✱ ❝♦❛❧ ✐s s❝❛r❝❡

■❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ r❡s♦✉r❝❡ st♦❝❦s ❛r❡ ♥♦t ❤✐❣❤❧② ❛❜✉♥❞❛♥t s♦ t❤❛t ❛ ❈❖✷ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐s ♥❡✈❡r

❜✐♥❞✐♥❣✱ ❛♥❞ ❣❛s ✐s ❛❜✉♥❞❛♥t ❛♥❞ ❝♦❛❧ r❡❧❛t✐✈❡❧② s❝❛r❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ✉♥❦♥♦✇♥s λ0
2✱ λ

0
3✱ θR ❛♥❞

θ2,E ✱ ✇✐t❤ ❢♦✉r ❡q✉♦t❛t✐♦♥s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ ❝♦❛❧✿

∫ θR

0

Q2(s
H
2,3, S)dt+

∫ θ2,E

θR

Q2(s
H
2,3, s

H
1,2)dt = X0

2/h2

❼ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ ❣❛s✿

∫ θ2,E

0

Q3(0, s
H
2,3)dt+

∫

∞

θ2,E

Q3(0, s
H
1,3)dt = X0

3/h3

❼ ❲✐♥❞ ❡♥t❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t ♣♦rt❢♦❧✐♦✿

sH1,2(λ
0
2, t = θR) = S

❼ P♦✐♥t ♦❢ t✐♠❡ ✇❤❡♥ ❝♦❛❧ ✐s ❡①❤❛✉st❡❞✿

sH2,3(λ
0
2, λ

0
3, t = θ2,E) = sH1,2(λ

0
2, t = θ2,E)

■❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ r❡s♦✉r❝❡ st♦❝❦s ❛r❡ s❝❛r❝❡ ✭❡✳✐✳ X0
3 < XR

3 (X0
2 )✮✱ θR ≡ 0✳

●❛s ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❛❜✉♥❞❛♥t✱ ❝♦❛❧ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s❝❛r❝❡

■❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ r❡s♦✉r❝❡ st♦❝❦s ❛r❡ ♥♦t ❤✐❣❤❧② ❛❜✉♥❞❛♥t s♦ t❤❛t ❛ ❈❖✷ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐s ♥❡✈❡r

❜✐♥❞✐♥❣✱ ❛♥❞ ❣❛s ✐s ❛❜✉♥❞❛♥t ❛♥❞ ❝♦❛❧ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② r❡❧❛t✐✈❡❧② s❝❛r❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ✉♥❦♥♦✇♥s λ0
2✱

λ0
3✱ t1 ❛♥❞ t2✱ ✇✐t❤ ❢♦✉r ❡q✉♦t❛t✐♦♥s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ ❝♦❛❧✿

∫ t1

0

Q2(s
H
2,3, S)dt = X0

2/h2

❼ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ ❣❛s✿

∫ t1

0

Q3(0, s
H
2,3)dt+ (t2 − t1) ·Q3(0, S) +

∫

∞

t2

Q3(0, s
H
1,3)dt = X0

3/h3

❼ P♦✐♥t ♦❢ t✐♠❡ ✇❤❡♥ ❝♦❛❧ ✐s ❡①❤❛✉st❡❞✿

sH2,3(λ
0
2, λ

0
3, t = t1) = S

✷✵



❼ ❲✐♥❞ ❡♥t❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t ♣♦rt❢♦❧✐♦✿

sH1,3(λ
0
3, t = t2) = S

❬❋✐❣✉r❡ ✶✵ ❤❡r❡❪

❆✳✺✳✷ ❊✣❝✐❡♥t ❝♦♥tr♦❧ ♣❛t❤s ✐❢ ❛ ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡

●❛s ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s❝❛r❝❡✱ ❝♦❛❧ ✐s ❛❜✉♥❞❛♥t

■❢ t✇♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❛❜✉♥❞❛♥t s♦ t❤❛t ❛ ❈❖✷ ❝❡✐❧✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❜✐♥❞✐♥❣✱ ❛♥❞ ❣❛s

✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s❝❛r❝❡ ❛♥❞ ❝♦❛❧ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❛❜✉♥❞❛♥t t❤❡r❡ ❛r❡ s✐① ✉♥❦♥♦✇♥s λ0
2✱ λ

0
3✱ λ

0
p✱ θR✱ θC ❛♥❞

θH ✱ ✇✐t❤ s✐① ❡q✉♦t❛t✐♦♥s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ ❝♦❛❧✿

∫ θR

0

Q2(s
c
2,3, S)dt+

∫ θC

θR

Q2(s
c
2,3, s

c
1,2)dt

+

∫ θH

θC

Q2(s̄2,3(t), s̄1,2(t))dt+

∫

∞

θH

Q2(s
H
2,3, s

H
1,2)dt = X0

2/h2

✇✐t❤ s̄1,2(t) ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✼✮ ❛♥❞ s̄2,3(t) ❞❡✜♥❡❞ ❜② s̄1,2(t) ❛♥❞ ✭✷✻✮✳

❼ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ ❣❛s✿

∫ θC

0

Q2(0, s
c
2,3)dt+

∫ θH

θC

Q2(0, s̄
c
2,3,t)dt

+

∫

∞

θH

Q2(0, s
H
1,2)dt = X0

2/h2

❼ ❲✐♥❞ ❡♥t❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t ♣♦rt❢♦❧✐♦✿

sH1,2(λ
0
2, t = θR) = S

❼ ❘❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✿

sc1,2(λ
0
2, λ

0
p, t = θC) = s̄1,2(λ

0
2, t = θC)

❼ ❇❡❣✐♥ ♦❢ ❍♦t❡❧❧✐♥❣ ♣❛t❤✿

s̄1,2(λ
0
2, t = θH) = sH1,2(λ

0
2, t = θC)

❼ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❡♠✐ss✐♦♥s

ζ3 ·

(

∫ θR

0

Q2(s
c
2,3, S)dt+

∫ θC

θR

Q2(s
c
2,3, s

c
1,2)dt

)

ζ2 ·

(

∫ θC

0

Q2(0, s
c
2,3)dt

)

−

∫ θC

0

α · Z = Z̄ − Z0

✷✶



●❛s ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❛❜✉♥❞❛♥t✱ ❝♦❛❧ ✐s s❝❛r❝❡

■❢ t✇♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❛❜✉♥❞❛♥t s♦ t❤❛t ❛ ❈❖✷ ❝❡✐❧✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❜✐♥❞✐♥❣✱ ❛♥❞ ❣❛s

✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❛❜✉♥❞❛♥t ❛♥❞ ❝♦❛❧ s❝❛r❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡♥ ✉♥❦♥♦✇♥s λ0
2✱ λ

0
3✱ λ

0
p✱ θR✱ θC ✱ θH ❛♥❞ θ2,E ✱

✇✐t❤ s❡✈❡♥ ❡q✉♦t❛t✐♦♥s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ ❝♦❛❧✿

∫ θR

0

Q2(s
c
2,3, S)dt+

∫ θC

θR

Q2(s
c
2,3, s

c
1,2)dt

+

∫ θH

θC

Q2(s̄2,3(t), s̄1,2(t))dt+

∫ θ2,E

θH

Q2(s
H
2,3, s

H
1,2)dt = X0

2/h2

❼ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ ❣❛s✿

∫ θC

0

Q2(0, s
c
2,3)dt+

∫ θH

θC

Q2(0, s̄2,3(t))dt

+

∫ θ2,E

θH

Q2(0, s
H
1,2)dt+

∫

∞

θ2,E

Q2(0, s
H
1,3)dt = X0

2/h2

❼ ❲✐♥❞ ❡♥t❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t ♣♦rt❢♦❧✐♦✿

sH1,2(λ
0
2, t = θR) = S

❼ ❘❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✿

sc1,2(λ
0
2, λ

0
p, t = θC) = s̄1,2(λ

0
2, t = θC)

❼ ❇❡❣✐♥ ♦❢ ❍♦t❡❧❧✐♥❣ ♣❛t❤✿

s̄1,2(λ
0
2, t = θH) = sH1,2(λ

0
2, t = θC)

❼ P♦✐♥t ♦❢ t✐♠❡ ✇❤❡♥ ❝♦❛❧ ✐s ❡①❤❛✉st❡❞✿

sH1,2(λ
0
2, t = θ2,E) = sH1,3(λ

0
3, t = θ2,E)

❼ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❡♠✐ss✐♦♥s✿

ζ2 ·

(

∫ θR

0

Q2(s
c
2,3, S)dt+

∫ θC

θR

Q2(s
c
2,3, s

c
1,2)dt

)

+ζ3 ·

(

∫ θC

0

Q2(0, s
c
2,3)dt

)

−

∫ θC

0

α · Z = Z̄ − Z0

●❛s ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❛❜✉♥❞❛♥t✱ ❝♦❛❧ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s❝❛r❝❡

■❢ t✇♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❛❜✉♥❞❛♥t s♦ t❤❛t ❛ ❈❖✷ ❝❡✐❧✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❜✐♥❞✐♥❣✱ ❛♥❞ ❣❛s

✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❛❜✉♥❞❛♥t ❛♥❞ ❝♦❛❧ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s❝❛r❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡✐❣❤t ✉♥❦♥♦✇♥s λ0
2✱ λ

0
3✱ λ

0
p✱ θR✱ θC ✱

θH ✱ s̄1,3 ❛♥❞ θ2,E ✱ ✇✐t❤ s❡✈❡♥ ❡q✉♦t❛t✐♦♥s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✷✷



❼ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ ❝♦❛❧✿

∫ θR

0

Q2(s
c
2,3, S)dt+

∫ θ2,E

θR

Q2(s
c
2,3, s

c
1,2)dt = X0

2/h2

❼ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ ❣❛s✿

∫ θ2,E

0

Q2(0, s
c
2,3)dt+

∫ θC

θ2,E

Q2(0, s
c
1,3)dt

+

∫ θH

θC

Q2(0, s̄1,3(t))dt+

∫

∞

θH

Q2(0, s1,3)dt = X0
2/h2

❼ ❲✐♥❞ ❡♥t❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t ♣♦rt❢♦❧✐♦✿

sc1,2(λ
0
2, t = θR) = S

❼ ❘❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✿

sc1,3(λ
0
3, λ

0
p, t = θC) = s̄1,2(λ

0
2, t = θC)

❼ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ♣❤❛s❡✿

Q3(0, s̄1,3) = α · Z̄/h3

❼ ❇❡❣✐♥ ♦❢ ❍♦t❡❧❧✐♥❣ ♣❛t❤✿

s̄1,3(t = θH) = sH1,3(λ
0
3, t = θH)

❼ P♦✐♥t ♦❢ t✐♠❡ ✇❤❡♥ ❝♦❛❧ ✐s ❡①❤❛✉st❡❞✿

sc1,2(λ
0
2, t = θ2,E) = sc1,3(λ

0
3, t = θ2,E)

❼ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❡♠✐ss✐♦♥s

ζ2 ·

(

∫ θR

0

Q2(s
c
2,3, S)dt+

∫ θ2,E

θR

Q2(s
c
2,3, s

c
1,2)dt

)

+ζ3 ·

(

∫ θ2,E

0

Q2(0, s
c
2,3)dt+

∫ θC

θ2,E

Q2(0, s
c
1,3)dt

)

−

∫ θC

0

α · Z = Z̄ − Z0

❬❋✐❣✉r❡ ✶✶ ❤❡r❡❪

❆✳✻ ❋✐❣✉r❡s ❢♦r t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①

✷✸



Wind

Gas

Coal

Θ2,E ΘR

time

S

s1,3
H

s1,2
H

s2,3
H

s

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❆ ❝❛s❡ ✇✐t❤ t✇♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ st♦❝❦s ✇✐t❤♦✉t ❈❖✷ r❡str✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s❝❛r❝❡
❝♦❛❧ r❡s♦✉r❝❡s

Gas

Wind

Coal

ΘC ΘHΘR0 Θ2,E

time

s1,2
c

s1,3
H

S

s1,3

s1,2

s2,3
c

s

❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❆ ❝❛s❡ ✇✐t❤ t✇♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ st♦❝❦s ✇✐t❤ ❈❖✷ r❡str✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s❝❛r❝❡
❝♦❛❧ r❡s♦✉r❝❡s

✷✹



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❇♦✐t❡✉①✱ ▼✳✱ ✶✾✻✵✳ P❡❛❦✲▲♦❛❞ Pr✐❝✐♥❣✳ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss ✸✸ ✭✷✮✱ ✶✺✼✳
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