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>



����������� ���	 �� 
��� ��� � ��	�
���� �� �� ����� �� ���� ���� ����� ����� �� ��

�����
������ �� �� ��� ��	� ��� ����
�� � ��	�
���� �� 
���������� ������� �� ��

���� ��	� �� ������� ��� �� ���
� �� ��	�
�� 
��� ��� ��������� �����	 �� ������� �

������ ��� �� �� ���� ��� ������
�� ���	��
� ������� �� ��� ���� �

! ��������� "�"��"��� �������� ��� ��������� �#������� ������� �� �� ��� 
�����


���������� �� ���� 
���$ %� ���� �� ��������
���� ���� �� ��������� ����� ��

�� ������ ���������� �� ����
��	 �� � �������� �� ��� 
����� ���� 
��� ��� &���

�������� � ����� ��	 ��� � ���'� (�����������	 �� ���� ��������
���� �#�
��� ����

��� 
����� �� �� ����� �� ��	���	��� 	����	 ��� 
���$ ��� ���
�� �� ���� 
��� 	�����

�� ������� ��"��� "��� ��	�
�	 "� �� ����� ��
����� 
����� ������� �� ��
����� ��

�� ��	���	��� 
���������� �� ���� 
���� %�� �� �������	 "� � ����� �� �� �����

�� �� "�"� "������ ���� ���������� "����� ��
��� ��
����� ��	 )�	�
��� ��*��� ��	

�� �� 	����	 ��� ���� 
��� "� �� ������ "�"� "��� 
����� 	����� �� �� ���
�

��� 
���� %��� ��������� ��� ���� ����
��	 �� �� �*������
� �� 	�#����� 
�����$

���� �� ��	���� �� ��� ����� ����� �� �� ���� �� �� "�"� "��� ���	 �� "���&� ��

����� �� ������� 
���������� ��	 ���� 
���� �� "�"� "��� 
����� ��������� ��
�

� ��	�
���� �� 
���������� ��	 ���� 
��� ��
� ��� ����� ��	 ����

%� ������	�� �� �� ����� �� ����
����	 �� �������$ %� ��������� ��
���� �� 	�����	

�� � ������������ �� �� ��	��� ��
����� + ��	 , ����� ��� ��	 
���
������ �� ��	���	���

�����
�
�� ����
����� ��	 �� ������� �-����"���� �� �� �
������ �����
������� ��
����

. �������� �� ������
�� �������� "����� ��
���� / ����� ��� (��� �� �� ������ ���

"��� ��������	 �� �� !����	�*�

� ��� �����

0� 
����	�� �� �12 ��	�� �� ��
 ��	���	���� 
���� 
���������� ��	 ���� 
���

���� ���� �����
������ 3�	���	���� ��� ��	�*�	 "� ���� ��� a �� ���� t� ��� t0 = t− a

	������� �� "��� ���� �� �� ��	���	��� ���	 a �� ���� t� !� ��
 ���� ��	���	����

��� ��"4�
� �� � ��������� ���'� ���� S(a, t) = exp
[− ∫ a

0
μ(â, h(â, t̂),M(t̂))dâ

]
�� ��

�������� ���
���� �� (a, t), ��� μ(a, h(a, t),M(t)) 	������� �� ���
� �� ���������� 5���

������ 6�� �� ��� �78�8� 78��� 78�. �� ������ ��� ��������� 
�� "� ������	 "� ��


���������� �� � -������� h(a, t) �� ���� 
���� 3� �		������ �� ������ ��� ���������

	����	� �� �� ����� �� �� ��	�
�� ��
������ M(t) �� ���� t. )��� ���
�&
����� ��

/



������ ���� ��� ��	��
��� 	��� μ(a, h(a, t),M(t)) �������

μ(a, h(a, t),M(t)) ∈ (0, μ̃(a, t)] ∀ (a, t) ;
μh(·) < 0, μhh(·) > 0;

μh(a, 0,M(t)) = −∞, μh(a,∞,M(t)) = 0 ∀ (a, t) ;

���	� μ̃(a, t) = μ(a, 0,M(t)) �� ��� �����	�
 ���	��
��� 	��� ��	 �� ���������
 ���� a ��

���� t ���� �� ���
�� ��	� �� ��������� �� ��	������� ���
�� ��	�� �� ���������
 ���


���	 ��� ������������� ��	��
��� 	���� ��� ��� ���	��� ���	��� ��	����
 �	��������

��� ��� ��
� �� �� ���� ����������� 	���	����

�� 	���	� �� ������
 ������
���� �� ������ ��� ��

����� �	���	����

μM(·) ≤ 0, μMM(·) ≥ 0, μhM(·) � 0 ∀ (a, t) ,

���� ��������� ��	 ��� ������
� ������ ��� � ��������� �� ����� ������
 ������
���

����	������ ����	� 	��������� �� ��	��
��� �μM(·) < 0� ���� ���� 
�� ���	������ 	�!

��	��� "� 
���� �� ����� ������	� ������	 ��	 ��� ����� �������� 
���
 �� ���
�� ��	��

h(a, t) > 0� ������
 ������
��� �� ����
�������� ��� ����������� �� ���
�� ��	�

�μhM(a, h(a, t),M(t)) ≤ 0� �	 ������������ �� �μhM(a, h(a, t),M(t)) > 0�� ���� #� �

������
 ����� �� �

�� ���� ������
 ������
��� ��� �� ��	��� ������ �� ��	��
��� ���

��	�
� ������� ��� �	�������� �� ���
�� ��	� �μM(·) = 0���

���������
� ��$�� ��	��� ���
��� u(c(a, t)) �	�� ����������� c(a, t). %�	��� ���
���

�� ���	������ ��� �������� uc(·) > 0� ucc(·) ≤ 0� �� ��������� �� ������ ��� �����

��������� uc(0) = +∞� ���������
� ��&����� ����	 �&������ 
���!���
� ���
���

max
c(a,t),h(a,t)

∫ ω

0

e−ρau(c(a, t))S(a, t)da �'�

�� �������� � ��	��� �� ����������� ��� ���
�� ��	� �� ��� ����	��
 [0, ω] , ���� ω

�������� ��� ��&���
 ������
� ��� ��� ρ ≥ 0 �������� ��� 	��� �� ���� �	���	������ (��

���������
 ����� �� �����	����� ��� �������� �� ��	����
 ��� ��� �������� �� ���������


�������� �� ��	 
���� ������� ��������� �������� �� ���������� ������� �� ������ ����������� �� ���
��������� �� ���������	 ��� ���������� ������� ���������� �� ���� �������� �� ����� ��������� ����
�� ��� ������������  ������ ������ ���� ��� ��������� 
�	�	! "������� �� ��	 #$$$! %������ ��� ���&!
'��� ��� (���� ���)! *������ �� ��	 ��#��	

�+� ���������! ���� ���� ������ ������� ������������ ���  � ��������� �� ���� ���� �� �������
��������� 
μM (·) > 0�	 ,�� ��� ������� �� ���� �������� �� � ������ ���� ���� ����� ����	

�-��� ���� ���� ��� ����������.� ����������� ��� a ∈ [0, ω] ��� ���� t = t0 + a ∈ [t0, t0 + ω] ���

���������	 ����! �� ����� ���� ����� ����/����� ������� ��
∫ t0+ω

t0
e−ρtu(c(a, t))S(a, t)dt.

)



������ k(a, t)� �� �����	
�� 
� ��� �����

·
S(a, t) = −μ(a, h(a, t),M(t))S(a, t), ���

k̇(a, t) = r (t) k(a, t) + l(a)w(t)− c(a, t)

−φ (a, t) pH(t)h(a, t)− τ (a, t) + π (a, t) + dH(t) + s(t), ���

�	�� ��� 
������� ����	�	���

S(0, t0) = 1, S(ω, t0 + ω) = 0 ���

k(0, t0) = k(ω, t0 + ω) = 0. ���

����� ��� �����	
�� ��� ������	�� �� ����	��� ������	�� �� ��� ����� �� �����	��� ���

����	�� �� ��� �� 	��	�	���� � ����! �� ������ k(a, t) �	� 	�������� �	�� ��� ������ �� ���

������� ����!� ����� r (t) ������� ��� 	������� ���� �� �	� t" �		� 	�������� �	�� ����	���

l(a)w(t), ����� w(t) ������� ��� ���� ���� �� �	� t� ��� ����� l(a) ������� �� 	��	�

�	���� � �#���	�� ������$������ ��
��� ��$$��" �			� ��������� �	�� �����$�	��� ���

$�	�� �� �����$�	�� ����� 
�	�� �����	��� �� ���" �	�� ��������� �	�� $�	���� ������

�%$���	����� φ (a, t) pH(t)h(a, t), ����� pH(t) ������� ��� $�	�� ��� ������ ����� ���

����� φ (a, t) ������� �� (a, t)��$��	&� ���� �� ��	��������" ��� ��������� �	�� �� (a, t)�

�$��	&� ��%� τ (a, t) ; ��	� 	�������� �	�� (a, t)��$��	&� 
���&�� π (a, t) ; ��		� 	��������

�	�� $���	
�� �	�	����� $�	� 
� ����������� $���	����� dH(t); ��� ��			� 	�������� �	�� �

�������� s(t) 
� ��	�� ��� ��������� ���	���	
���� ���	������ 
�'����� 	� � ��$���

����	��� ����� �� ������ (���	� �� ��� ��)*�� ��� +��� ��)*�� 
� ����	���	�� � ����

�	�� �	����� �� ����	�� ��!������ ,� ����� ���� ��� ����	��� �����	�� 	� 
������


������ 1 �� 
	��� ��� 0 �� ��� �%	� ����	
�� ��� ω -��� ���.� ��� ���� 	��	�	�����

����� ��� ����� ��� �	�������� �	����� ������ -��� ���.�

/����	�� 
� B(t − a) ��� �	0� �� ��� 
	��� ������ �� t0 = t − a ��� ��������	��

���� ��� ��������$� ��� ��� ��	�� �� �	� t �� �
��	� ��� ������	�� �%$����	��� ��� ���

$�$����	�� �	0�� ��������� ��$	��� ����!� ��������� �#���	�� ��
��� ��$$��� ���������

�����$�	��� ��������� ����� ��� ������ ����� ��������� &���� 	���� ��� ��%��	���

����� �� ���� �� ���� ��	� �
������ 	�	 ��� ����
����� ����	��� 	���� ���	� ����� ���������
����� ��������� �� ���		��� ��� !� "���� �� #��$�$�$��� �����! ��$� 	�	 	�� ��%������� ����&

�	 ���%&��%�� ����&����� %�$'��� $� �$����%	�$� �� (� �$����	��	�� �)%����� ��	���  ����&�����
�$��� $��� ���� ������� 	�	 ����	� ����	� �� ������ 	$ (� (���	 �$� ��
����� ��%�����	!�

��� �
� ��$ �$��������  �%���'�	�$� ��	� ��%�����	 ����	��� ��������  ��	��� r (t)+ θμ (a, t) ,
����� θ ∈ [0, 1] �� ����� μ (a, t) = μ(a, h∗(a, t),M(t)) �� 	�� �)%��	�� �$�	��	�� ��
�� 	�� �*����(����
��
�� $� ���	� ��� h∗(a, t). +$��$���� "��,�� �� -���� �����! �� �$���������  ������$ ��	� θ = 0.7�
�� $(	�� *���		�
��� ������ �����	� 	$ 	�$�� ��%$�	�� �� 	��� %%���

1



��� ��������� �����	�� 
������� ���� �� ���� t�

N(t) =

∫ ω

0

S(a, t)B(t− a)da, ���

K(t) =

∫ ω

0

k(a, t)S(a, t)B(t− a)da, ���

L(t) =

∫ ω

0

l(a, t)S(a, t)B(t− a)da,

C(t) =

∫ ω

0

c(a, t)S(a, t)B(t− a)da, ���

H(t) =

∫ ω

0

h(a, t)S(a, t)B(t− a)da, ���

Υ(t) =

∫ ω

0

τ (a, t)S(a, t)B(t− a)da,

Π(t) =

∫ ω

0

π (a, t)S(a, t)B(t− a)da.

��� ������� �������� �	 � ����	�������� ������ ��� � ������ ���� ������� �� ��� ����


������� ����	�������� ������ �  ��� ���� �� 
������� !� ��
������� �	 ��
���� KY (t)

��� ��!��� LY (t) ��������� �� � ������������ 
��������� 	������� Y (KY (t), A (t)LY (t)),

"��� A (t) ��������� ��� ����� �	 ��!��� ���������� ����������� # ����	�������$�


�� � ��� ���� !� "������ ��

VY (t) = Y (KY (t), A (t)LY (t))− w(t)LY (t)− [δ + r (t)]KY (t), �%&�

"���� δ ������� ��� ��
��������� ���� �	 ��
����� '��� ���� ��� 
������� �	 
��	���

���
������� �������� "��� � ������������ 
��������� 	������� ��
���� VY (t) = 0 ��

�(����!�����

)����� ���� ����� ���*�� �������� ��� 
������� !� ��
������� �	 ��!��� LH(t),

��
���� KH(t), ��� ���������� M(t) ��������� �� ��� 
��������� 	�������

F (M(t), KH(t), LH(t)).
� +�������� ��� 
���� 	�� ������ ���� pH (t) , ��� 
�� � �	 � ������

���� 
������� �� ���� ����� !�

VH(t) = pH (t)F (M(t), KH(t), LH(t))− w(t)LH(t)

− [δ + r (t)]KH(t), �%%�

"���� "� ������ ���� ��
���� ��
�������� �� ��� ���� ���� ������ !��� �������� #���"���

����� �����	
����� � ��� �	���	
 	�� ������
�� ���������� ��� �����
	���� �� ��������� 	��
����
�� ������ 	�� ���� 	�� �������� ���� �!

�



���� ��� ����	
���� 	�
���� � ������ 
��� F (·) ��� ��� �� ���
�����
��� �� ��� VH(t) =

dH(t)N(t) ������ ��� ���������	���� � ����������� ������ ����	�� ����������

��� ���������� ������ � ����������� ����� ����� � ������ ���	���� ����� ����� ���


������	���� ������ ���� ���	���
� �����	��� �� ��� �	����� � 
������
��� ������ 
���

�� ��� ���� 1− φ (a, t) ��� � ������ �	� ������� �������� π (a, t)� ���� ���
��
�����

π (a, t) ��� ���� �� ������� �������� �������� ����

π (a, t) =

{
0 ⇔ a < aR

π ≥ 0 ⇔ a ≥ aR

���� π � 	����� ������� ������ ��� R ��� ���������� ����  � �	
� � ������� �� ��	��

���� ����

l(a, t) =

{
l(a, t) ≥ 0 ⇔ a < aR

0 ⇔ a ≥ aR
.

!�"������ τ (a, t) ��� �������
��
 ������ #� 
�	�� �������	��� ����� ���� ����� 	���

�� ����
� ������ 
��� �������� ��� ������ ���	���
� �����	���� τH (a, t) , ��� ��
���

��
	���� 
������	������ τΠ (a, t) , ����� τ (a, t) = τH (a, t) + τΠ (a, t) . $	���������� ��


�	��� �� ����
���� �������	��� ������� �	����	� ��� ����	� ��
��� ������ τj (a, t) =

τ̂j (a, t) l(a, t)w(t)� ���� j = H,Π. %� ���� �� �� ���	�� � 	����� ���������� �	����

��� �� �������	� ����	� �	����� �� �� �	&
���� �� 
������� τ (a, t) .

%��	���� ���� ��� ���������� �	���� �	�� �� �����
�� ������ ��
� ������ t ��

������ ��� 
���������

∫ ω

0

{
[1− φ (a, t)] pH (t)h(a, t)

+π (a, t)− τ (a, t)

}
S(a, t)B(t− a)da = 0. �'(�

#� 
�� ���� �����

Υ(t)− Π(t) = pH (t)

∫ ω

0

[1− φ (a, t)]h(a, t)S(a, t)B(t− a)da

�� ��� �	���
�� ����
�� ���	�� � ������ ��������	��� $������� �� ���	�� ����

s(t) =
ΥB(t)

N(t)
, �')�

�����

ΥB(t) =

∫ ω

0

μ(a, t)k(a, t)N(a, t)da. �'*�

'+



��� ����� ����	�
��� ��������

� ���������	 
������	� �������

�
 ����
	�� �� �� ���� ���� ��� ������
 �� ��� �
	���	�� ���������� ������� �� 	��

������	 �� ��� �������
� ��� ���� �� ��
	����
�

uc (c (a, t))

e−ρ(â−a)uc (c (â, t+ â− a))
= e

∫ â
a r(t+̂̂a−a)d̂̂aS (â, t+ â− a)

S (a, t)
, ����

−μh (a, t)ψ (a, t) = φ (a, t) pH (t) ∀ (a, t) , �� �

	�������
� ��� ������� ������
 �� ��
������
 c (a, t) �
	 ��� 	���
	 ��� ������ ����

h (a, t)! ������������! �� �
 �
	���	�� ���	 a �� ���� t� "�
	����
 ���� �� ��� �����#
��


$��� ������
! ������
� ���� ��� �����
�� ���� �� �
����������� ���������
 ������


��
������
 �� �
� ��� ����%����� (a, t) �
	 (â, t+ â− a) ����� ��� �����
	 �
�

������! �����! �
 ��� ����
�� �� �
 �

��� ���#��! �� �������	 ���� ��� ��
	����
��

����������� �� ������
� �� (â, t+ â− a)�

"�
	����
 �� � ������� ���� �� ���� (a, t) ��� �����
�� ���� �� ������ ����!

−μh (a, t)ψ (a, t) , ����� ��� �&������ �����! φ (a, t) pH (t) . '�� �����
�� ���� �� ������

���� �� ����
 �� ��� �����
�� �&��� �� ������ ���� �
 ���������! −μh (a, t)! �������	

���� ��� ������� ���� �� ���� �()*�� '�� ������� ()* �� 	�+
�	 ��

ψ (a, t) :=

∫ ω

a

u (c (â, t+ â− a))

uc (·) R (â, a) dâ, ��,�

����

R (â, a) := exp

[
−
∫ â

a

r
(
t+ ̂̂a− a

)
d̂̂a] , ��-�

�
	 ���
�� �� ��� 	����
��	 ������ �� ��
���� �����! u (·) /uc (·) ��#�
 ���� ���

�������	 �����
�
� ���������� [a, ω] .��

'�� 	�
����� �� ��
������
 ��� 	�������	 �� ���� � 	��������
 ��� ����
	�� ���

·
c =

uc

ucc

(ρ− r + μ) . ��.�

/���
� ���� ucc < 0, �� �� ���	��� ���
 ���� ��
������
 ��
	� �� �
������ ���� ���

����� ��� �� 	� 
��
���� � ���� ������ ���� �� ���
�� ������������ �� �� ����� �� � �����
��
���� �� ���� �� ������� ��� ��
������� �� !"#$ %���� �� !!#$ &�������� �'(('#$ �� )����� ��� �����
�'((*# �� �� ��� �� ��# �� ���
��� ��
�� ���� �� ��
���� �� ������� ���+ ��� ���# �� ��� ����
�� ��
���� �� 
����� 
����� � �� ����������,� 	����$ lw − c− h− τ + π + dH + s. -�� �� ����
������� ��� ��� � �� �.���
� �� �� ������ ������

��



���������� �� �	
 �	�� �� r − ρ > μ. �	 �� ����	�� �� �	 �		��� ������ �� �	�	����


������� ���� ������� � 
��	���
 
��� �	 ��	������	 ���� �� ���������� �	
 �������

�� ��	������	 ���� ���	����� 
������� ��� ��� ���	 ������� μ ����� ������	��

�����

��� 
�	����� �� ����� ���� ��� 
�������
 �� ���� � 
�������	 ��� ����	
�� � !

·
h =

−1

μhh

⎡⎣μha + μhM

·
M + μh

⎛⎝ ·
ψ

ψ
−

·
pH
pH

−
·
φ

φ

⎞⎠⎤⎦ . �"#!

$��	� �� μhh > 0, �� 
���	
 ��� ����� ���� ������� ��� ���%��� �	
�� ��

�	&��	�� �� ���� ������' ��! �� ���	��	� �(�����	��� �� ����� ���� ��� ��� μha� �

���	��� �������! �(�����	��� ��� ���� μha < 0 �> 0! ������	� �	 �	������ �
�������!

�	 ����� ����; ���! �� ���	�� �	 �� �(�����	��� �� ����� ���� ���	� � ��
����

���	��) ����! �� ��� �� ���	�� �	 �� *+,� � 
������� ������	� � ��
����	 �	 �����

����) ���! �� ��� �� ���	�� �	 ��
���� ������� �	 �	������ ������	� � ��
����	 �	

����� ����) �	
 ��! �� ��� �� ���	�� �� �� ���	����	�� ����

-�(���	���	� � .! ��� ������ � �������� �� ����	 �� 
�	����� �� �� ������

*+, ��
·
ψ (a, t) = r (t)ψ (a, t)− u (c (a, t))

uc (c (a, t))
. �" !

����� �� ������ *+, �	������� ��� �� �	���� ��� �	
 
����	�� ���� ��� �� ��

��	����� ������� ���� � ��������� ����
 �� ����	 �(�

� ������� �	
������


/������� ��������� 0��� �	 �� ���
����	 ����� ������ ������ LY (t) �	
 ������

KY (t) �� �� � �������� �����
 ���0 �10!� ��� 0�����
�� ��	
���	� �����

r (t) = YKY
(t)− δ �""!

w (t) = YLY
(t) , �"1!

���� �� ����� ������ ��� �2������
 ��� ���� ��������� �����	�� ���
����

,�������� �������� ��������� �����
��� �� ����� ���� ������ ������ LH(t) �	


������ KH (t) �� �� � �������� �����
 ���0 �  !� 3��� �� 0�����
�� ��	
���	 ��

 "



������

r (t) = pH (t)FKH
(t)− δ ��	


w (t) = pH (t)FLH
(t) . ���


�������� ����� ���������� ���� ���
 ��� ���
 �� ������

pH (t) =
YLY

(t)

FLH
(t)

=
YKY

(t)

FKH
(t)

, ���


������� ���� ������� ��� ������ ������ ��� ����������� ������ ��� ���������� ���

������ ���� ������ �� � ��� ���� ��������� ��� ������� ���� �� ������������� ����� ���

�������� ������ ���� �� ���������� �� ������� �� ��� ������ ���� �� ������ ���� ���

�� ���������� ��� ������ ���� ��� ������ ���� ���� ����������
 ���� ��� ����� ��� ������

����� !�� ������ ��� ������" ��� ������� ��� ������� ���� �� �������������" �������

���� ��� ���#��� ���� �� ��������� �� ��� ������ ���� ������� $��� ����������� %����

����������" YLY
(KY , 0) = YK = (0, ALY ) = ∞ ��� FLH

(M,K, 0) = FK(M, 0, LH) = ∞
�� ������ ���� �� �������� ���������� ���� LH(t) = L(t) − LY (t) ∈ (0, L (t)) ���

KH (t) = K (t)−KY (t) ∈ (0, K (t)) .

��� �����	 
������� ��� ������� �����������

&�� ������� �������� ���� ��#���' ��� ����� ��#��� ��� ������� ��� ������" ������ 

������( ��� ��� ������ ��#��� ��� ������ ���� ��� ��� )��� �����" ������������� *��

��� ���� ��#�� �������� ����������

KY (t) +KH(t) = K(t),

LY (t) + LH(t) = L(t)

F (t) = H(t),

Y (t) = C (t) +
·
K (t) + δK(t),

�� ������ � ��� �� ���������� ������ {r∗ (t) , w∗ (t) , p∗H (t)} �� ���� �� ��� ����� �� ���

������� �����������
·
K (t) . $� ������� � ��� �������� ����������� �� ��� �������

���������� ��������� �� +������, +��

-�



��� �����	
�

��� �����	
� � ��� �
����� ��� ���
�	��� �� ��� ������ ��� � ���	���	�� ��� ���

����	� ���

·
N(t) = B(t)−

∫ ω

0

μ(a, t)N(a, t) da, ����

·
K (t) = Y (t)− C (t)− δK(t), ����
·
C (t) =

∫ ω

0

uc

ucc

[ρ− r (t) + μ (a, t)]N (a, t) da+ ΩC (t) , ����

·
H (t) =

∫ ω

0

·
h (a, t)N (a, t) da+ ΩH (t) , ����

���	
�	�� ��� ���� �	�� � ��� ��� ���	��! ��� ��������� 
��	��� ���
"! ��������� 
���

� ���	�� ��� ��� ��������� ������ �� ������ 
���! �����
�	����# $�� �� ������� �

� ���� � �	����! B(t)! ������ 
��� 	� ����	�� ��� ���	�� ���%�� �� ���	�	�� ����

���	�� ���! �� �! ��� ��������� � ���� � ������ �� ��
� ��	�� 	� �	��# &��	��� 	�

�

 � ����� �

���	�� �� ��� �	'����
� ���%��� (��� ����� � �� �! �� ��� ��� ����!

��� 
��� ���	�� ��� 
��	��� �����
�����! �� ��� �����#

��������� 
��� ���	�� ������� �

���	�� �� ��� ��������� ) ��� �* ��	��! %�	
�

	� 
������� � ��� 	��	�	� �� ) ��� �* ��	�� �+��! ���������� ���� ��� ���	� � 
������!

��� � ��� �������	���� � ������

ΩC (t) : = B (t) c (0, t)− C†(t),

%	�� C†(t) : =

∫ ω

0

μ (a, t) c(a, t)N (a, t) da,

�������	�� ��� �	'����
� ���%��� ��� ��������� 
��� ���	�� � ��� ��%���� 
�����

��� ��� ��������� 
��� ���	�� � ��� ��
�����! C†(t) ���� �#�# ,�	-��� ��� .	��� 

��+�! .	��� ��� � �����"� ��+/! 0 �� ��� 1������� ��+2�#

��� ���� �	�� � ��� ��������� ������ �� ������ 
���! �� ���
�	��� �� ����! ����%�

��� ���� ������� �� ��������� 
��� ���	��# 3��
	(
����! 	� 	� 
������� � �	� ���

(a, t)�
����� 	� �� 	��	�	� ��4� ������ �� ������ 
���! ���������� ���� ��� ���	� �

������� ��! ��� ��� �������	���� � ������ 	� ������ �� ������ 
���

ΩH (t) : = B (t)h (0, t)−H†(t),

%	�� H†(t) : =

∫ ω

0

μ (a, t)h(a, t)N (a, t) da,

+/



����������	�
 �� ��� �	������ ������� ��� �

��
��� ������ ��� ������ ���� �� ���

������� ������ ��� ��� �

��
��� ������ ��� ������ ���� �� ��� ��������� ��� 
���

����	���� �������� ΩH (t) ���� ����	��� � ���� ������� �� ��� 	����� �� ����
����	�

����
� �� ��� ����������� �� ��� �

��
��� ������ ��� ������ ����� �������� ��� ����

H†(t) ����� ������ ������ ��	�� ��� ������� �� ��	�
 	�������� ��� �

��
��� ���
�

�� ������ ����� ��	� �������� ��� 	� ���	���� ��� ����� ��� 	��	�	���� ��� �	��� ���

	������	�
 �������� ��� �	�� ��������	�
 ����� 	� �������� 	� ������� ����� �� ���

����
� 	� ��� 	��	�	���� ������ ��� ������ �����
·
h (a, t) . �� ��� ������ ���� ������

���� 	� ����	������� ����	�� 	� ��� �������� �� �	
� ������	�� �	��� 	�� ���
� 	� �����

�� 	������� �	�� ������	�� ���� ����� �	�� ��� ����	��	��� ����	�	�� �� �����  ��� ��
�

!��	��� �� ��� "###$� ��	� ��	�� ��� ������ ����� h(a, t) 	� ��� ����� ��� ���� ���	���

�� �� ������� ���	��� ��� � �����������	�� ��������� %�� ��	� ������� h(a, t) 	� ����

���	�
 ��� �����
� �������� ��� ������ ����	���� ��� ��������� �	��	� �
� 
���� a ��

�	�� t.��

&���	�	�
  '($ ���  )*$ ��� �������
	�
� �� ����	� � ������	��� �������	�� ���

��� 
����� ���� �� ��� ���	�� ������ ������	����

gH/N (t) : =

·
H (t)

H (t)
−

·
N (t)

N (t)

=

∫ ω

0

·
h (a, t)

h(a, t)

h(a, t)N (a, t)

H (t)
da

+
B (t)

N (t)

[
h(0, t)

H (t) /N (t)
− 1

]
−D (t)

N (t)

∫ ω

0

[
h(a, t)

H (t) /N (t)
− 1

]
μ(a, t)N (a, t)

D (t)
da,  )"$

�	�� D (t) :=
∫ ω

0
μ(a, t)N (a, t) da �����	�
 ��� ������ �� ������ 	� ���	�� t. ���


����� ���� �� ��� ���	�� ������ ������	���� 	�� ����� �������� �� ����� �����+  	$

��� 
����� ���� �� 	��	�	���� ������ ������	���� �����
�� ������ ��� �
��
������ �	��

��� �
� ����	,� ������	���� ������ ���� �� ��	
���-  		$ ��� ������� �� ��� �	��� �����

B (t) /N (t) , ��� � ������� �� ��� ������ ������	���� �� ��� �������- ���  			$� �����	�


��
��	����� ��� ������� �� ��� ����� ����� D (t) /N (t) , ��� � ������� �� ��� �����
�

������� ��� 	�
�� �� ��������� �� ���������
 �� ��� ������� �������� ��� �� 	����������� ��� ����� ��
������ ��� �
���
��� ���� �� ������ ���� �� ��	���
 �� ��� ������������� ����	�� ��������� ��� �����
�� �� �	�������� �� 
�������� ������� ������� ������ ���� ����� ����� � ��������� ��� �������
 ��
� ���� ����� �� ���� ������ ���� ����� �� 
���� �� �� � ��������� ������� ���� � ��������� ������	�

� �	������� ���
��� ����� ������� �� ��� �   ! ����
 ��"���� � 	�
�� ���� �
���
��� ������������ �
�����
 �� ���� ������ ����� �
 ����

".



������ �������	 
� �� ����	� ��� �� �	������� �� �� ����� ���� ���� ���� �� ���	���

�������� ��� ���� ����������� ������ ����	 �� ����	 ���� ���� �� �� ��� ������

������ � �	�� 
��� ���� ��� ���� ����� �� ������� �� 	���� ���� �� ��� ������

������������ ��������� 	���� ��� �����	� ���� ����������� �� �� ����	 ������� ��

��� ������ ������ � �	 ���� ���� �� ���� �������	 � �������� �������� �� ��� ������

����������� 	����� ����� �� �������� ����������� �� ��������� μ(a, t) ��� �����������

h(a, t) ��		���� ��� �� ����	��� ���� �� ����� ��� ������� ���������

 ��������� �� ���� ���� ����� ������� �� �������� �� � 
������� 	���� ���� ���

��� �� ���������� 	���� �� ���� �������� ����
·
N (t) /N (t) = n ��� �� �		��	���

�����
��� 	��� �� ���� ����
·
K (t) /K (t) =

·
C (t) /C (t) =

·
H (t) /H (t) = n + g� ���

g �������	 �� ���� �� ��� ������ 	����� ��������� �!�������� �� �� ���� �� ��������

���	����� "� ��� ����� �� ������� ���� ��� �� �������� 
������ ����� ����	�����

��������� �� �� ��� ����� � ������ ����� � 
������� 	���� ��� �� ����� �� ������

 � ������ �� ���� �� ���	 �� �� ������ ��� ���� ���� ��������� ���� ����� ��

��	���	 ��������� �� ��������� ����� �� ���	��	 �� �		��	��� #���� �!�������� 
��

��� ����������� ��� ��� ���� �����  ��� ����� ��� ���������� ��� �������� 	����

����� �� ��� ���� �� ��� ���� �� � ���� ����������� ��� ��������� ������������ �����

$��� 	��������� ��� ����� ��	�� ��� 
������� 	���� ���� ��������� ����������

�� �
��������� ����	��� �� ������� �� ���� ���	 ��� ��������� �� �� �������� %��

��� �������� 
���	 ������������ ������� �� �� ������� �&���� �� ������� ���	� ���

���������� ���	�� ��� � ���	���� ����������� �� ��� ��������	�� ����������	� %�������

��� ��� ��������� ��������� �������	 �� �� ����������� �� �������� �� �� �������

�� ���� ������� �� ���� ����� �� �� ��������	 �� � ��������� �������� �� �� ��������

������ �������	 
������� 	�����

� �������	
 ��	
���

%�������	 � ����������� �� ��� ��������� ��������� �� ������� �� �������� ��� ����

���������� ���������	 �� � 
������� ��� ���� ��������� ������������  � 
�������

�������� � ��������� ������� ����
����� �� '( ����� ��)�����	 �� ���� *++,�  �

����������� ������� ��� �� ������ �� �� ������������� ������� �������� ������	 �� �

��������� �� ���������- ���� �� ������ �� �� ���� ������� ��� �� �� �����������- ���

����� �� ������ �� �� ��������������� 
�
� 
����

./



��� �����	�
��� �� ��� �������
� �
�����

��� ���� �	�
	����� 	 	�� ��������� �	��� ��� �
������ �� 	��	���

������
���

���� �	��� ���� 
�	�������� �� ������ ������ ����������� ����� ��� �	��� ��	�	�� ��

��� 20 ��� ��� ���� �
 �	 � ������� ��� 100� �� 	�� �	���� � ����� �� ��� 20 ��
����

���� ω = 80� �	
�����	� ��	��� �� 
����� ���	���	�� ��� �	 ���	���	�� �	�������

��� ���	 ��	���	�� ��� �	 � ���� ��	��� ���� 	 ������ ν = 1.3%� ����� �� ����������

�	 ����� ��� ������� ����� 	 ��� ����� �� ����� ��� 	����! "# 
	
�����	�� �$�������

�	 %&�'( ���	����� �	 ��� "# )����� �   � *�� �	 ��� ��	���	�� 
��� 	 ������� 	��

������� ���� �	� �� �	�	����� �� � �������	� �� ����� ������� ���	�� ��� ��
���������

����
����

��� 	��� 	 �	������� μ �� ���	���	���� ���������� �� ��� �	���� ��
������ 	� ������

����� h� �� � ������	� ��������+ �� ��	���	�� ����� 	 ������� �����	�	��� M + ��� ��

��	���	�� ���,��
������ ���� �	�������� μ̃ (a)� -� �	� ��� �������	�� �� �	������� ���

�� ���������� �	 ������ ��
����� 	� �����	�	����� 
�	����� ���� ���� .��� ��� /	���

�  &!� �� ����	���� �� ��	���	�� ���	� I(a) ���� ��
����� ������� �� ���,��
������

�	������� ����� ��� �	 ��	���	�� �������������� 0	��	���� 1��� �� ��� �� %%� � %2!

�� 	�������

μ(a, t) = μ̃(a) ·
(
I(a)− η(a) [h(a, t) ·M(t)]ε(a)

)
,

����� η(a) ��� ε(a) ��� 
��������� �����	�� ���� ��3��� ���������� �4������ 	 ������

���� ���� ���� ��� ���� �	������� ��3���� � �	������� 
�	��� ���� �� ������ �� ����� ��	

� ��4����� ������! ���� ��� "# �	������� �� ��� ���� �  5� ����� �� ��� �	 ��
������

�� ��� ���������	�� 0	� ���� 
��
	�� �� ��	�� �	������� ����� 	� ��� ���� %62 ��

��� "#� �� ��
	���� �� ��� .���� 7	������� *������� �.7*! 
�	������ ������ ����

����� ������ ��� 0����� %� ��� ���,��
������ 
��������� �����	�� η(a)� ε(a) ��� I(a)

��� ��	��� �	 �

�	������ ��� "# �  5 
��,��
��� ������ ��
���������� ��
	���� ��

��� 8���	��� .����� 9�
�������� -��	���� �8.9-!� �� 
�	����� �� ��� )������ 	�

7������� : 7������� �������� �)7#! ��� ��� ���,�
����� ������������ 	 �	������� ����

���
��� �	 ������ ��
��������� ��������� �� .��� ��� /	��� ��  &!� �� �	������� ���

����� 	 ������� �����	�	�� �	 ��� ���� �  5 ���� ����� ��� M(t) ≡ 1 �� ��� ��������;

�����
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�������

�	��	 ��� �� !��" 	� �� ��������#  � �$$��� ��$�����	�$ ����� 	 !� ��%�� !�

u(a, t) = b+
(c(a, t)− c0)

1−σ

1− σ
,

 �� b = 8 ��� σ = 1.75& ����# c0 = $11000 �$ �� �'	���	�$ ������� 
	�$��(�	�

��%��&�� )� �����	�#  � �$$��� � ��� 	� ��� (�������
� ρ = 2%&

���	��
� ����� ������ ��� ��	��

*� (�	'� �� �+�
�%� $�((�� 	� ��!	�� !� �� ���,$(�
�-
 ��
	�� $
������ �$�� ������

��# 
	�$��
�� ��	� ���� �������$ ���# �$ 
	������ �� �� .����� /	(����	� ���%��

�./�� (�	%���� !� �� 0����� 	� 1�!	� ���$�
$ �01��& *� ��$
��� �� $
������ $�
�

�� �� ��(�	����,(	(����	� ���	 L(t)/N(t) ��
��$ �� ��(���
�� %���� 	� 2�3

�	� �� �� �� ���� �$ ��(	��� !� �� 01�& )���%�����$ � �� ��� 2� 	� 	���� ���

�$$���� 	 ��%� �	 ��
	�� ��	� ��!	�� !� ��
��%� � -'�� $	
��� $�
���� (��$�	� �	�

�� ��������� 	� ���� �������# �$ ������� ������ 	� !��	 &

�������� �����	 ���
 ��������� ��� ����� �����
 �� �� ����������� �	 ���� ���� ������	�
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����� ��� ��� ��������� �������� �� ��� ������ ��������� �� ��� ���� ���� ��

�������� ��

Y (t) = KY (t)
α(A(t)LY (t))

1−α,

����� KY (t) ��� LY (t) ������ ������ ��� ������ �� ���� ���� ���������� ����� LY (t)

�� ��� �������� ������� �� ���� ������ ��� ����� A(t) �� �� � ������� ���������

���� � A(t) �� ��������� �� ���� l(50)w(t) ������ ��� �!����� �������� �� � "#
����

��� �� �##$% ��� ��������� �� ������ α �� ����� �� �� 1/3�

��� ������ ��� ����� ������� ������ ����� ��� ���!��� ���� ����!������ ���


���� ���� � !��� �� �������� ����� ���������� &�� ��������� �� ��!�� ��

F (t) = M(t)γKH(t)
β(LH(t))

1−β,

����� KH(t) ��� LH(t) ������ ������ ��� ������ �� ���� ������ ��� ��������� ��

������ β �� ��� �� 1
5
, ��������� '������ (�###)��� 	������� ��� ��������� �� ������

�� �� 1 − β = 4
5
������� ���� ����� ��� �� ������ �� ��� ������ ��� ������ ��� ����

��������� ��			
 ������ ���� ������ ��������� ��� ������ �� ������������� ���� �� ����� �� �� ���
���������� ����� ������� �� ��� ������ ������ ����� ���
 ��� ���
 �� �������� � �� �!����
β = 1

5 "�� α = 1
3 �
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VH(t) = dH(t) ≡ 0� ��� ��� �	���
� �� ���
 ���
�
� �� 

	�� ��� �
���� �� 

����	������� ����� �� ���������� M(t), ���� γ = 0� ������� �� 

	��  ��� �� �����

����������� ��	� �� δ = 0.05.

������ ��	
����� �������� ��� ������ ���
����

����� ��������	��
 �� 
	�
���
�� ����	�� ��� �������� 
�	���
� �� ������ �����

��
	���� ���� ����
	���� ��� φP �� ���  ������ ��� ��� ������� ������� ����

����������� ���� ����
	���� ��� φMC � !����� ����� ��
	���� �
 "����� ����	��

 #��
$%���	��# �����	� ��	� �� ��� �������� ����� ��������	�� ������� �� ���

��
	���� ��� � �������	� �  ����� ���� �� ��� &� �
 ��	
 ����� ��

τP = [1− φP (a, t)] pH(t)h
∗(a, t)� ����� h∗(a, t) ������
 ��� ��	������	� ����� ���

����� ��� � (a, t). ��������� '�� �()*+� �� 

	�� ��� ,)- �� ��� ./ ���$�����

�
 ����� ��
	���� ���� ,)- �� �����
�
 ����� �������� 0�	
� �� 

	�� ��� 1*- ��

����� ��������	��
 �� ��� �	�%��%���$�� �� ����� ���� ��� ���$��� ���	������

'�� �()*+� 
���
 ��� 21- �� ��� ������� ��� ����� ��
	���� ����  ������� ��

2)-� ������ �� ����� ����� ��
	���� 
	�
����
 �� *)�1-�  ������ �
 "�����

����	��  ������ ��� ���� ��� ��� τ̂MC ����� ��������	
�� ���������� 
	�� ���

���  ������ �	���� ���
����� ����
� 3� 
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 ��
	��
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�
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φ =
{ 0.51 �� a < aR

0.515 �� a ≥ aR,

����� aR �
 ��� ������� �� �� ����������� 0�� �	����%���
����� ���  ������ �


����� 
 ������
�∫ ω

aR

[1− φMC(a, t)] pH (t)h(a, t)N(a, t)da = τ̂MC(t)w(t)L(t),

����� 1− φMC(a, t) �
 ��� 
��� �� ����� ��
�
 ��� ��  ������ �� τ̂MC ��� ������

�� ���  �������

/���� 
��	����� �������� �� �������
� �
 "����� ����	��  ������ �� ����� �
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���� 
��	���� �	���� ���
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������ ����	 
�� ��������	 ���	 �� ��	 �����
��� ��� �� ��	 �� 	������ �� ����� ����	 �� ��	
	�	��� �� ����� �	���� ��	���� ����  !"#$%& �	���� ����	 �� ��	 '() �*+�  !"#$%& �	����	
����	 �� ��	 '() ��,��  -���. ��*�%,

()



∫ ω

aR

π(a, t)N(a, t)da = τ̂Π(t)w(t)L(t),

����� π(a, t) �� ��� ��	�
� ��	���� ������� 
�� τ̂Π ��� �
���� �
� ������� �� ��	�
�

��	����� �� 
����� ��	�
� ��	���� ������� �� �� ��������� 
�� ��� ��� ��� ����
�

��	�
� 
�� �	�����	 ���������� �
�
 ��� ��� �
� �  ! ���	� ��
��� 
� 
�������
���

"# !  ��
� ��	�
� ��	���� ��	��� ��� ��������
�� 
��� $% �
�� �� ����� �� �  !� &���'

�� ��� π(a, t) = $10300 ��� a ≥ aR 
�� ��������� �� (����

����������' ��������
�� �
	� ��� ��������� �
��� )��	������ ��� ������� ��� ���

����
�� ��
��� �����
�	�*+

τ(a, t) = τ̂Π(t)l(a)w(t)︸ ︷︷ ︸
=τΠ(a,t)

+ τ̂MC(t)l(a)w(t)︸ ︷︷ ︸
=τMC(a,t)

+ [1− φP (a, t)] pH(t)h
∗(a, t)︸ ︷︷ ︸

τP (a,t)︸ ︷︷ ︸
=τH(a,t)

.
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����� ��� ���	����
� ����� �� 
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&
��� #+ ,��	����
� �����

,��	���� -��	�������

u(a, t) = b+ (c(a,t)−c0)(1−σ)

1−σ
����
��
����� ������ ���	����

μ(a, t) = μ̃(a)
(
I(a)− η(a) [h(a, t)M(t)]ε(a)

)

��.���� ���	��	 ����
��� �
��

M(t) ≡ 1 ����	
� ��	������

A(t) ≡ 2.995 �
���
	������ ��	������

B(t) = B0 exp[νt] ������ �� ������

s(t) = ΥB(t)
N(t)

��
����� ���� 
		�����
� �������
�	��

Y (t) = KY (t)
α(A(t)LY (t))

(1−α) �����	���� �� �
���
	������ ��	���

F (t) = M(t)γKH(t)
β(LH(t))

1−β �����	���� �� ��
��� ��	���

π (a, t) = {0 �� a < aR, $10300 �� a ≥ aR} 
��.���	��	 ��������

φP (a, t) = {0.51 �� a < aR, 0.895 �� a ≥ aR} 
��.���	��	 ����
�� 	������
�	�

φMC (a, t) = {1 �� a < aR, 0.62 �� a ≥ aR} 
��.���	��	 /���	
�� 	������
�	�

φ (a, t) = {0.51 �� a < aR, 0.515 �� a ≥ aR} 
��.���	��	 ���
� 	������
�	�

�#



��� ≡ �����	 
������ ��� ��� �������� �� �����
 �� �� ������� �� 		 ���������

��	� � ��������� ��� ������ �� ���������

��	� �� ��������

������� ����������� �	��

ω 	��� ��� ��

t0 ���� ���� �� �����	 ������� ��� ���� ���

ρ ���� ��� �� ���� ���������� ����

b ������� � ��� ��� ����������� �� ���	��� �������� �

c0 ����������� ������� !�����

σ ��"���� �	������� �� �����������	 ������������ ��#$

δ ��� �� 
���������� ���$

α �	������� �� ����	 �� Y 1/3

β �	������� �� ����	 �� F 1/5

γ �%������ �� ��
��	 ������	��� �� ��	�� ���
������ �

ν ���&�� ��� �� ������ �����

B0 �����	 ������ �� ������ ���

aR ��
���� ���������� �� '$

(� ��� ��		�&���� &� &�		 ������� ��� �������	 ����	�� )��� *����
�+ *, ��� 
���	�

�� ��� ��	����� �� ��� �������	 ����	��- ��� ��� �������. ��� �
 ����� �������	

�+���������� /� ����� ��  ��	������ �� ��� ���� �	���� �����������

��� �����	
��

(� ��
�� �� ��������� �� ���� &� �		������ ��� �������. 		������ �� ��� ���

����� � �+�������� � )����������
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μh(a, t) = −μ̃(a)η(a)ε(a)M(t)ε(a)h(a, t)ε(a)−1 < 0,

μM (a, t) = −μ̃(a)η(a)ε(a)M(t)ε(a)−1h(a, t)ε(a) < 0,

μhM (a, t) = −μ̃(a)η(a)(ε(a))2[M(t)h(a, t)]ε(a)−1 < 0.
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"��# ����� $� � %
��� �	� &� �'���� (����)� *��	�� �	 ������� +�	��	� �� ,���

�-.������� �����
 ,/���� ��� �0.�� �!
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"��# �'�+
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"��# ���� % (�-- )� ��4+������� ��	�4�� �	������ �5 �
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	�� �5 �����
 $��	�4��� �0� � ����6!

"�6# ����	  (�-  )� *
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� ��������

��� ��� ���	
�� ����	�� �� ��� 	��	�	���� �	�������� ������


��� ��������	
�� 
������
� ����
��� ���� ��� �	�����	���� � ��� ������� �� ��� 	�� ���

�	� �� ��������� �� ���  	��
����	�

H = uS − λSμS + λk (rk + lw − c− φpHh− τ + π + dH + s) ,


�	���! �� ��� "��������� ����������

Hc = ucS − λk = 0, ����

Hh = −λSμhS − λkφpH = 0, ����

	�� ��� 	������ �#�	�����

·
λS = (ρ+ μ)λS − u, ��$�
·
λk = (ρ− r)λk. ��%�

���	
��	�� ����	�	�� ���� ��� ����� &�	
�	���! ���� 	� �'� ��(����� 	!��)��	��

(a, t) 	�� (â, t+ â− a)� �#�	���! ��� ����� 	�� ��	��	�!��! !���� ��

uc (â, t+ â− a)

uc (a, t)
=

λk (â, t+ â− a)

λk (a, t)

S (a, t)

S (â, t+ â− a)

= exp

{∫ â

a

[
ρ− r

(
t+ ̂̂a− a

)]
d̂̂a} S (a, t)

S (â, t+ â− a)
, ��*�

'���� �� ��	��
� ��	������� ���� ��� &�
�� �#�	���� ��%� 	� !���� �� ��� �	�� ���� �

��� �	����

+�������! ���� ���� ���� 	

�'� �� ��'���� ��� "��������� ��������� �� ��	
�� �	�� 	�

− μh (a, t)
λS (a, t)

uc (·) = φ (a, t) pH (t) . ��,�

+���!�	���! ��$� '� ���	��

λS (a, t) =

∫ ω

a

u (â, t+ â− a) exp

[
−
∫ â

a

(ρ+ μ) d̂̂a] dâ.

$-



����� ����� 	
 ��� 
��
�� ��
 ������
 ��� ��

ψ (a, t) :=
λS (a, t)

uc (a, t)
=

∫ ω

a

uc (â, t+ â− a)

uc (a, t)

u (â, t+ â− a)

uc (â, t+ â− a)
exp

[
−
∫ â

a

(ρ+ μ) d̂̂a] dâ.
������������ ���� ���� ��� �
��������� 	
 ������ �� � �� ���
� �� ��
 ���� ���! ��

��
 ���
�" #��
����� ���� ���� �� � ���
� ��������� ���� �� ��
 ���� ���! �� ��
 ���
�"

�������� 	
�� �� 	���� $���% ��&
�
�������� �� ��'� 	��� �
��
�� �� ���
 ���
�

uccS
·
c+ uc

·
S −

·
λk

= uccS
·
c− ucμS − (ρ− r)λk

= uccS
·
c− (ρ− r + μ) ucS = 0.

(��� ���� 	
 ������ ��
 ����������� �!������ ��)� �� ���
� �� ��
 ���� ���! �� ��


���
�"

$���% ��&
�
�������� �� −μh (a, t)ψ (a, t) − φ (a, t) pH (t) = 0 	��� �
��
�� �� ���


���
�

−
(
μhh

·
h+ μha ++μhM

·
M

)
ψ − μh

·
ψ − φ

·
pH −

·
φpH = 0

���� 	���� 	
 ������ ��
 �!������ ��� �
�%�� ���
 ���

·
h =

−1

μhh

⎛⎝μha + μhM

·
M+

φ
·
pH +

·
φpH + μh

·
ψ

ψ

⎞⎠ ,

	���� �� 
���%! ���������
� ���� �'*�� �� �
����
� �� ��
 ���� ���! �� ��
 ���
�"

��� ��� ���������������� �� ������� �����������

(�� 
��� �
���� t 	
 ���
 ��
 ��%%�	��� ��+��	� ������%
�,

• ������ {KY (t) , KH (t) , LY (t), LH(t)} ,

• ����
� {r (t) , w (t) , pH (t)} ,

• ����
���
 �
���� {C (t) , H (t)} ,

• ����
���
 �
� ������� 
-����%
�� �� ��
 �����
 �� ��
 ������% ����+
·
K (t) ,

������� �� �� �* ������%
�" $�
�
 ��
 �
�
����
� �������

.*



• � ��������	� 
��������� �� �
��� ������ ���������� ���
� ���	 ��	 �
��� �	����

��
����� {Kd
Y (r, w;A,M,B) , Kd

H (r, w, pH ;M,B) ,

Ld
Y (r, w;A,M,B) , Ld

H (r, w, pH ;M,B)}, �	�	����� �� ���
	� �� �	�� �� �� �	
��

������ ��� ���������� {A,M,B} ; ��

• � �	� � ��������	� 
��������� ���� ��� ���� �� a ∈ [0, ω]� ���
� ���	��	� ����

��	 ������������ ��	�
�
�	  ���	� 
��������� �	�	����	 ��	 ��	���	
��
 �	�	�� �


���������� c (a, t) ��� �	���� 
��	 h (a, t) . !���	������ �

������ �� �"� ���

�#� ���	� ��	 �	���� �� 
���������� C (r, w, pH ;M,B, φ)��� �	���� 
��	

Hd (pH ;M,B, φ) , �	�	����� �� ��	 ���		 ���
	� �� �	�� �� �� �	
�������� �����

������ ��� ��	 �	
��� � 
���������
	 ���	�$��

• � ���%	� 
�	����� 
���������

Kd
Y (r, w;A,M,B) +Kd

H (r, w, pH ;M,B) = K,

Ld
Y (r, w;A,M,B) + Ld

H (r, w, pH ;M,B) = L(M,B),

F (M,Kd
H (r, w, pH ;M,B) , Ld

H (r, w, pH ;M,B)) = Hd (pH ;M,B, φ) ,

Y (Kd
Y (r, w;A,M,B) , ALd

Y (r, w;A,M,B))) = C (r, w, pH ;M,B, φ) +
·
K + δK,

���
� �	�	����	 ��	 �	� � 	&���� ���� ���
	�

{
r∗
(
A,M,B, φ,

·
K

)
,

w∗
(
A,M,B, φ,

·
K

)
, p∗H

(
A,M,B, φ,

·
K

)}
.��� ����	���	 �	� ������� �� 
���

���	�  �
·
K'

��� ��� ���	
��	� � �����	� ������

(�	 ������
� � ��	 ���������� ��)� ��	 ���	����	�� ���	�  � ��	 ���	 �	�������	 �

���' (�	 ������
� � 
������ ��"� �����  ��� ���	����	�� ��� ��	 ����� ���%	�

	&���� ���� Y (t) = C (t) + δK(t) +
·
K (t) �� �	�� �� ��� ��	 ����	���	 �

���������

� �	����' (� �		 ����� 
�����	� ��	 ���	 �	�������	 � �)�� �� ���	�  �

·
K (t) =

∫ ω

0

[ ·
k(a, t)N(a, t) + k(a, t)

·
N(a, t)

]
da+B (t) k (0, t) .

������ ���� ���� Kd
Y (r, w;A,M) ��	 Ld

Y (r, w;A,M) 
�� ���� ��� M ��	 B ������� ��� �
����

�� ��� ��������� ������ �� �������� ������ L.
��������� ��� ���������� ��	��� ���������� ��	 ��� ��	���	��� ����� �������� ��� 	�
��	 ��������

C (·) �� ���� ���������� �� ��� ����������� ����� ������ ������ ���� ��� ��
������ ������������ ���
��
� ������� �� ��� 	�
��	 �������� Hd (·) ��� ���� ��� ������ ����� ����� ����� �� ������� ���
� !�

��



�������� �	
� ��������
� ����� ���	��� ��
�	� ���� k (0, t) = 0� ������ �	
�
·
N(a, t) =

−μ (a, t)N(a, t) 
�� ��������� ���� ��� �� �
� �����

·
K (t) =

∫ ω

0

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
[r (t)− μ (a, t)] k(a, t) + w (t) l (a)− c (a, t)

−φ (a, t) pH (t)h (a, t)− τ (a, t)

+π (a, t) + dH (t) + s (t)

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭N(a, t)da

= r (t)K (t) + w (t)L (t)− C (t)− pH (t)Hφ (t)−Υ(t) + Π (t) + dH (t)N (t)

−
∫ ω

0

[μ (a, t) k (a, t)− s (t)]N(a, t)da

= r (t)K (t) + w (t)L (t)− C (t)− pH (t)H (t) + dH (t)N (t) , ����

�	��� �	� ������ ��� ����� ����� ��� �� �	� 
�������
�� 
�����
���� 
�� �	��� �	�

�	��� ��� ����� �	�� ������ �	
�
∫ ω

0
μ (a, t) k (a, t)N(a, t)da = ΥB (t) =

∫ ω

0
s (t)N(a, t)da

�� ���� 
�� ����� ��� � �
!����
���� �� �	� ����
����
 ���������� ������ ������

r (t)KY (t) = Y (t)− w(t)LY (t)− δKY (t)� �	�� ���� �
� �� ��������� �� r (t)KH(t) =

pH (t)F (t) − w (t)LH(t) − δKH(t) − VH (t)� ������ �	���� �	�� ��������� �	� �"��#

������ ���������� LY (t) +LH(t) = L(t) 
�� KY (t) +KH(t) = K(t) ����� r (t)K(t) =

Y (t) − w(t)L(t) − δK(t) + pH (t)F (t) − VH (t)� $����������� �	�� ���� ����� �	��

��������� F (t) = H (t) 
�� VH (t) = dH (t)N (t)� �� ���
�� �	� �!�������� �� �%�� �

&�'������
���� �� ��� ���	 ������� �� ���� �����

·
C (t) =

∫ ω

0

[
·
c(a, t)N(a, t) + c(a, t)

·
N(a, t)

]
da+B (t) c (0, t) .

$����������� ���� ��(� 
�� ������ �	
�
·
N(a, t) = −μ (a, t)N(a, t) �� ���
�� �%(��

&�'������
���� �� �(� ���	 ������� �� ���� �����

·
H (t) =

∫ ω

0

[ ·
h(a, t)N(a, t) + h(a, t)

·
N(a, t)

]
da+B (t)h (0, t) .

)����� �	
�
·
N(a, t) = −μ (a, t)N(a, t) �� ���
�� ��*��

��� ��� ���	
�� �� �����
��� �������

+� ������ �	� ������� ����� ���
��� ��
���� ��� �	� �������
 �������� �,���	�� 	���

��� �	� ����	�
�, ����
���� ����� �	� ����� � ��������
 ����� ��������� �� ������� -.

�� +� ������ ���� �	�  ���#����� ��������� ��� ����������� ��-� �	� ��
�����	��

-%



[c (a, t0 + a)− c0]
−σ = [c (0, t0)− c0]

−σ exp

{∫ a

0

[ρ− r(t0 + â) + μ(â)] dâ

}
.

����

�� �� 	�
��� �� ���������� ��	�� ����
���

∫ ω

0

⎡⎢⎣ w (t0 + a) l (a)− c (a, t0 + a) + π(a, t)

−φ(a, t)pH (t0 + a)h (a, t0 + a)− τ(a, t) + s(t0 + a)

⎤⎥⎦R (a, 0) da = 0,

��� R (a, 0) �� ����� �� ����� �� ��� ����
 ���� ��	 ����� �� ����������

�����

c (0, t0)−c0 =

∫ ω

0

⎡⎢⎣ w (t0 + a) l (a)− c0 + π(a, t)

−φ(a, t)pH (t0 + a)h (a, t0 + a)− τ(a, t) + s(t0 + a)

⎤⎥⎦R (a, 0) da

∫ ω

0
exp

{∫ a

0

[
1−σ
σ
r(t0 + â)− ρ+μ(â)

σ

]
dâ
}
da

� !�

��
 �� ��	���	��� ��
� � t0, �������� �� �� �
��� �� ����� ��
�" h (a, t0 + a) ,

��	 �� �� �� �
���� {w (t0 + a) , r(t0 + a), pH (t0 + a)} ���
 �� ���
��� [t0, t0 + ω] .

�� �� 	�
��� �
�� �� #
���
	�
 ���	���� ��
 ����� ��
� ��$� � ����
 �� ����

�����#� 	����	 ������

h(a, t0 + a) =

(
λs(a, t0 + a) [c(a, t0 + a)− c0]

σ μ̃(a)η(a)ε(a)M(t0 + a)ε(a)

φ(a, t)pH(t0 + a)

) 1
1−ε(a)

� ��

��
 ��� a ∈ [0, ω] .

 � �� ���� �� %����	�& %' �� �� �� �� �
���� {w (t0 + a) , pH (t0 + a)} �� ����

�� ��� ���� ��	 ���� (������� ��� �� �&�
����	 �� �
�� �� �� ���
�� 
��

r(t0 + a) ������

'� )���� ���� �����
 ��� � �� �� ��� �������� �� ���������� ��������� ��
 ����

�������" c (a, t0 + a)" 	����	��� �� �� ��������� ��
 ����� �&���	��
��" h(a, t0+

a)" ∀a ∈ [0, ω] ��	 �� �� �� �� �
���� {w (t0 + a) , r(t0 + a), pH (t0 + a)} ���
 ��

���
��� [t0, t0 + ω]� *��� ��
��" �� ��������� �� ����� �&���	��
�� ��� �� ����

�����	 �
�� �� ��������� �� ���������� ��	 �� ���
��������� �
�����

'�



�� �� ����� 	
��� ������	���� �� ���	��� ������ �� c ��� h �	���	������ �� 	
�� ��

	
� ����	� �� �� ���	��� ���� 	� 	
� �����	��	��� ��	���� ���	��� ������	
��

�� ������	�� �� ������ ������� �
�� ������ �� ��	���� ������	��� �� ���������

������	��� ��� 
���	
 � �����	��� ���	�����	 �� �� ���	����� ������ r(t0+a)�

!� "��#��� �� 	
��� #� ����� 	
� �����#��� �������� ����� ���	��� ������	
�$ ���

%��� �� ���	��� ��	����	 ��	� r(t0+a) ��� ������ 	
� ��	���� ���������� ������	����

���� &���� �� 	
��� ������	� 	
� ���'�	 ��	����	 ��	� r∗(t0 + a) ���� 	
� ����	��

���'�	 �(���)��� Kd (r(t0 + a), ŵ (r(t0 + a))) = Ks (r(t0 + a)) . ����� *�+�	 	
�

���	��� ��	����	 ��	�� �� 	
�	 �	 �������
�� r∗(t0 + a)� ���� )� ��		��� r1(t0 + a) :=

r0(t0 + a) + ε(r∗(t0 + a) − r0(t0 + a)), ε ∈ (0, 1]� �
� ������� ��������� 	� ��

��	����	 ��	� ��� #
��
 
���
���� ��	����� ��� ����	�� ������ �(��� ����	��

������ �
� �	�	 ���'�	 �������� �����	���� Y (t0 + a) = C(t0 + a) + K̇(t0 +

a) + δK(t0 + a) 	
�� ��	������� 	
� �������� �� 	
� ����	�� �	��' 	� 	
� �� 	

������� ���� �
�� ������� �� ���	���	�� �� � �������� #��� ��������� � ���	���

������	
� )���� �� ,�#	��-� ��	
��� .(�	���� ��/���01� ����# � 	� ������ � �

���	 �� ��	��� ���������� ������	��� ��� 	
� ����� ��
��	 )��� �	 t0� �
��� 	
�

�������� ������	
� �����	 ��	������ �� � ������� #�� 	
� ��	���� ������	��� ���

�	
�� ��
��	�� �	 �����	
����� �	��	��� 	
� ������	��� �� � #�� 	
�	 ����� ���	��

	
� ��	��� ��� ��� ��
��	��

��� ��� ���	
	��	� ��
��	����	�� �	�� ���������
�� ������
��	��

2������� 	
� 2�))�"�����������3��	����

Y (t) = KY (t)α [A (t)LY (t)]
1−α �0��

F (t) = M(t)γKH (t)β [LH(t)]
1−β , �0��

#�	
 α, β ∈ [0, 1] ��� γ ∈ [−1, 1] . ,�	� 	
�	 	
�� �����3��	��� ����#� ��� � ��	�	����

#
��� ��� γ < 0 ������� �������� ��#��� 	
� �����	��� �4������ �� 
���	
 ����� �
��

��� ����� 	� 	
��� ������ #
��� ��# ��� ������� ��	������ 	��
�������� ��� ��������

�� ����� 	� ��#�� ���	���	� μM < 0.

5��� 	
� 3��	������ �����	���� ����� ����� ��0� ��� ��6� #� 	
�� �)	��� 	
� ���	��
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������ ����	
���

Kd
Y (t) =

αY (t)

r (t) + δ
, ���

Ld
Y (t) =

(1− α)Y (t)

w (t)
, ���

Kd
H (t) =

βpH(t)F (t)

r (t) + δ
, ���

Ld
H (t) =

(1− β)pH (t)F (t)

w (t)
. ���

����
�
�� ��� �
	� ��� ��� ��� �
	� ��� �� ��	�
� 	�� ���
�
��
�� ���
	��


�	���
	�

k∗
Y (t) :=

Kd
Y (t)

Ld
Y (t)

=
α

1− α

w (t)

r (t) + δ
, ���

k∗
H (t) :=

Kd
H (t)

Ld
H (t)

=
β

1− β

w (t)

r (t) + δ
. ���

���� 	���� Kd
Y (t) = k∗

Y (t)Ld
Y (t) .  �
�� k∗

Y (t) 
� �!� 	� ����
	�

Y (t) = Ld
Y (t)A (t)1−α (k∗

Y )
α ��� 
����	
�� 	�
� 
� ��� �� ��� ���"� ��� 	�� ���
�
��
��

���� �� � ����	
�� �� 	�� 
�	����	 ��	�

w∗ (t) = ŵ (r (t) ;A (t)) = (1− α)A (t)

[
α

r (t) + δ

] α

1−α

.

#�
�� 
� 	���� ��	���
��� 	�� ���
	�� 
�	���
	
�� k∗
Y (t) = k̂Y (r (t) ;A (t)) ��� k∗

H (t) =

k̂H (r (t) ;A (t))$  �
�� 	�� ���%�	 �����
�� ����
	
�� F (p∗H (t) ;M (t) , K∗
H(t), L

∗
H(t)) =

Hd (p∗H (t) ;M (t) , B (t)) ��� ��� ��� ��� �� ��	�
� 	�� ������� ���
�
��
�� ��
�� ���

����	� ���� ��

p∗H(t) = p̂H (r(t), w∗ (t) , H∗
d(t);M (t))

= p̂H (r (t) ;A (t) ,M (t) , B (t))

=
1

M(t)γ
(r + δ)βw1−β

ββ(1− β)1−β
.

&�
����	
�� 	�
�� �� ��	�
� 	�� ���
���
�� �	
�
��	
�� �� ����	� ����� ��

Hd (p∗H (t) ;M (t) , B (t)) = Ĥ (r(t);A (t) ,M (t) , B (t))$  �
�� ��� �� ��� ��	���
��

��� L∗
H (t) = L̂H (p∗H (t) , w∗ (t) , H∗

d(t)) = L̂H (r(t);A (t) ,M (t) , B (t))$ #�� ������

��



������ ���	
	��	�� ��� ������	��

L∗
Y (t) = L (t)− L∗

H (t) ,

����� L (t) = L̂ (r(t);A (t) ,M (t) , B (t))��� ��	� 	��
	�� ��� �����	��	�

L̂ (r(t);A (t) ,M (t) , B (t)) ≥ L̂H (r(t);A (t) ,M (t) , B (t)) .

�	�� ��	� 	� ���	����� �� �� ���� �

 	���� �� ������� �� ����	�� �� r (t) �� ���

������ {A (t) ,M (t) , B (t)}�

������ ���� �����	� ��� 
���� �� ��� ������ ��� ������ ��� �� ��� ������� �� ����
���� ������

������ ������ � ����
�� �� ��� ��
�� ��� ��� ������ �� ��� �������

��
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