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Abstract
We look at the theory of arbitrage with taxation under certainty. The
tax scale in our model is not linear. Under the premise that tax scale is
convex, we analyze prices that do not exhibit arbitrage opportunities.

It turns out that there are two kinds of arbitrage: unbounded as well
as bounded arbitrage. With bounded arbitrage, the gain from forming
an arbitrage portfolio is bounded from above and cannot increase in-
finitely. In a model with a linear tax scale such a bounded arbitrage
cannot exist, all arbitrage portfolios will generate an infinite gain from
trade.

In contrast to earlier research, we are able to give a complete charac-
terization (i.e., if and only if) whether bounded as well as unbounded
arbitrage opportunities will occur only relying on market prices and
properties of the tax scale. This characterization relies on so-called im-
plicit tax rates that are defined by a simple relation copied from the

case of linear tax scales.
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1. Einfiihrung

1.1. Problemstellung

Finanzierungstheorie ist heutzutage ohne Steuern kaum noch denkbar. Seit der denkwiir-
digen Arbeit von Modigliani und Miller (1963) wurde die Frage, welchen Einfluss Steuern
auf Investitionsentscheidungen haben, immer wieder diskutiert. Wahrend zunéchst die
Unternehmenssteuer (Korperschaftsteuer) mit ihren Vorteilen fiir die Fremdfinanzierung
und die Ermittlung des Tax Shields im Vordergrund standen, wendet man sich zuneh-
mend der Unternehmersteuer (Einkommensteuer) zu. Da eine Einkommensteuer auch die
Alternativinvestition beeinflusst, ist die Analyse der Steuereffekte hier komplizierter.

Schaut man auf die wichtigsten betriebswirtschaftlichen Arbeiten zum Einfluss der
Einkommensteuer auf Wertpapierpreise, so fillt auf, dass in nahezu allen Arbeiten der
Finanzierungstheorie ein konstanter Steuersatz unterstellt wird, was einer in der Bemes-
sungsgrundlage linearen Steuerschuld entspricht.! Die Linearitétsforderung wird verwen-
det, weil bequemerweise derselbe formale Apparat wie im Falle ohne Steuer angewandt
werden kann.

Steuertarife sind aber nicht Ergebnis einer wissenschaftlichen Abstraktion, sondern
werden vom Gesetzgeber festgelegt. Uns ist weltweit keine Steuerschuldfunktion bekannt,
die vollig linear ist. Existierende Steuerschuldfunktion sind beispielsweise stiickweise li-
near (die Steuersitze wechseln ab einer bestimmten Bemessungsgrundlage, siehe etwa
die amerikanische federal income tax 2015), oder die Steuersétze sind selbst affin-lineare
Funktionen der Bemessungsgrundlage (siehe etwa die Einkommensteuer in Deutschland
2015) oder es gibt Freibetrige, die die Linearitét einer Steuerschuldfunktion zerstoren (so
zum Beispiel bei der Abgeltungsteuer in Deutschland 2015). Linearitét bei rechtsgiiltigen
Steuerschuldfunktionen zu unterstellen ist also eine sehr problematische Annahme.

Die von uns genannten Beispiele rechtsgiiltiger Steuerfunktionen (Freibetrige, affine-
lineare Steuern und Spriinge beim Steuersatz) haben die gemeinsame Eigenschaft, dass
der Steuerschuldverlauf konvex ist. Diese Einschriankung werden wir im Folgenden in
einer stilisierten Steuerfunktion aufgreifen. Wir werden untersuchen, welchen Einfluss
eine nichtlineare, aber konvere Funktion der Bemessungsgrundlage auf die Investitions-
entscheidung ausiibt. Weitere gravierende Einschrénkungen des funktionalen Verlaufes
der Steuerschuld werden wir nicht vornehmen, unsere weiteren Annahmen werden eher

technischer Natur sein.

17Zwei Beispiele mdgen dies illustrieren. In Brennan (1970) lesen wir: ”...we assume for simplicity that
each investor has marginal tax rates on dividend and capital gains income tq;, and ¢y which are
constant and independent of his portfolio choice.” Analog schreibt Bradford (2000): "Linearity is a

desideratum of a tidy tax system.”



Die Technik der konvexen Optimierung wird es uns weiter gestatten, eine bislang in
der Literatur weitgehend vernachléssigte Frage zu diskutieren: Welchen Einfluss {iben
nichtlineare (konvexe) Steuersysteme auf die Preise von Wertpapieren aus? Die genaue
Natur dieses Einflusses aber wurde bisher nur in sehr wenigen Arbeiten untersucht. Hier
setzen wir an. Wir wollen kldren, welche Preise sich mit einer Kapitalmarktsituation
vertragen, wenn Freibetrige vorliegen oder Steuersétze nicht konstant verlaufen, son-
dern zum Beispiel Spriinge aufweisen. Dazu bedienen wir uns der Theorie arbitragefreier
Kapitalmarkte.

Die Theorie arbitragefreier Kapitalmérkte hat, im Vergleich zur Gleichgewichtstheo-
rie, den Vorteil mit sehr wenigen Annahmen auszukommen und sie ist aus eben diesem
Grund in der Finanzwirtschaft nahezu uneingeschrinkt akzeptiert. Wahrend bei einer
Gleichgewichtsbetrachtung individuelle Nutzenfunktionen und vor allem Existenz- und
Eindeutigkeitsaussagen eines Gleichgewichtes bewiesen werden miissen, argumentiert die
Theorie arbitragefreier Mérkte zuerst aus dem Blickwinkel eines einzigen Investors und
priift, ob die Preise der handelbaren Titel Inkonsistenzen aufweisen. Dabei werden Stra-
tegien und Handelsmoglichkeiten gesucht, die zu einem unbeschrankten Reichtum fiihren
konnen — solche Strategien nennt man Arbitragen. Wenn derartige Handelsmoglichkeiten
existieren, dann verlieren Budgetbeschrinkungen durch die Moglichkeit, sein “eigenes
Geld zu drucken”, ihren Sinn. Ein Kapitalmarktmodell mit Arbitragemdoglichkeiten ist
nicht mehr in sich konsistent, auch Gleichgewichte kénnen im Allgemeinen so nicht mehr
existieren. Daher haben wir uns entschieden, den Einfluss konvexer Steuern in einem
Arbitragemodell zu diskutieren.

Konkret beantworten wir in dieser Arbeit die Frage, wann bei konvexen Steuerschuld-
funktionen Arbitragegelegenheiten entstehen konnen und wann man sie ausschliefien
kann. Insbesondere arbeiten wir heraus, welcher Zusammenhang zwischen den Eigen-
schaften der Steuerschuldfunktion und dem Fehlen von Arbitragegelegenheiten besteht.
In der Literatur konnte diese Frage bisher nicht ausreichend beantwortet werden.

Eine solche Antwort ist von grofser praktischer Relevanz. Will man ein Unternehmen
bewerten, so kdnnen steuerliche Einfliisse und insbesondere die Wirkung einer Einkom-
mensbesteuerung nicht vernachlassigt werden. In Deutschland hat sich das Institut der
Wirtschaftspriifer nach langer und intensiver Debatte entschlossen, im Fall der Bewer-
tung von Unternehmen grundsétzlich die Berticksichtigung einer Einkommensteuer vor-
zuschreiben (siehe insbesondere Siepe (1997) und Siepe (1998) und die Diskussion dauert
bis heute an, wie Ballwieser, Kruschwitz und Loffler (2007) zeigt). Da die deutsche Ein-
kommensteuer einen progressiven Tarif besitzt und der, streng genommen, von 0% bis

zu fast 50% verlauft, begann eine intensive Debatte dariiber, welcher Steuersatz oder



welche Bemessungsgrundlage denn die korrekte sei. Intuitiv erscheinen sowohl Grenz-
als auch Durchschnittssteuersitze angemessen, aber selbst empirische Analysen konnten
nicht ohne Weiteres herausarbeiten, ob es einen “natiirlichen” Steuersatz gibt, der hier
besonders zweckmiifig oder begriindet wiire (siehe zum Beispiel Heintzen u.a. (2008)).2
Preise, die Arbitragegelegenheiten erméglichen, kann man nicht als wissenschaftliche fun-
diert bezeichnen. Unsere Arbeit wird, aufbauend auf der Arbitragetheorie mit konvexen
Steuern, ein theoretisch belastbares Argument dafiir liefern, dass der Grenzsteuersatz bei
einer Bemessungsgrundlage von null der einzige akzeptable anzuwendende Steuersatz ist.
Da Auseinandersetzungen zur Unternehmensbewertung bei squeeze-outs in Deutschland
nicht selten vor Gerichten ausgetragen werden und es oft um groffe Summen geht, sind

derartige Argumente von unmittelbar praktischer Bedeutung.

1.2. Literatur

Auswirkungen von Steuern auf Preise von Wertpapieren (und damit auch auf Investiti-
onsentscheidungen) wurden in der Vergangenheit durchaus untersucht. Wir wollen daher
verdeutlichen, welche Zusammenhénge zwischen unserer Arbeit und der bereits existie-
renden Literatur bestehen.

Schaefer (1982) ist einer der ersten, der einen nichtlinearen Tarif in Investitionsent-
scheidungen analysiert. Er konzentriert sich ausschlieklich auf risikofreie Wertpapiere
(Bonds). Anhand eines Beispiels mit zwei Investoren zeigt er, dass Gleichgewichtsprei-
se nur existieren kénnen, wenn die Grenzsteuersétze beider Investoren iibereinstimmen.
Wenn die Diskontierungssétze fiir verschiedene Investoren nicht eindeutig sind, so wird
es zwangslaufig Arbitragemoglichkeiten und damit kein Gleichgewicht geben. Um dieses
Dilemma aus der Welt zu schaffen, erreicht Schaefer durch ein Verbot von Leerverkdufen
(Short-Sales).

Nach unserer Ansicht weist Schaefers Modell eine fundamentale Schwiche auf. Nach
Schaefer muss die Grenzsteuerfunktion eindeutig sein: Es gibt also zu zwei voneinander
abweichenden Bemessungsgrundlagen immer verschiedene Grenzsteuersitze. Das ist aber
nur moglich, wenn die Grenzsteuerséitze streng monoton wachsend sind (woraus, wie wir
hier zeigen werden, die strenge Konvexitat der Steuerschuld folgt).

Eine wichtige Arbeit zum Zusammenhang von Arbitragemdoglichkeiten und Steuern
stammt von Ross (1987). Ross formuliert einen Fundamentalsatz fiir beliebige, also so-
wohl risikolose als auch riskante Finanztitel. Cashflows bilden dabei die Bemessungs-

grundlage einer konvexen Steuer. Ross unterscheidet nun zwischen lokaler und globaler

2Das Institut der Wirtschaftspriifer hat sich seinerzeit entschlossen, hier typisierend einen Steuersatz

von 35% vorzugeben. Weshalb dieser Steuersatz angemessen sei, wurde nicht ausgefiihrt.



Arbitragemdglichkeit. Ein Portfolio stellt eine lokale Arbitragegelegenheit dar, falls dieses
Portfolio, gegeben die Erstausstattung eines spezifischen Investors, eine klassische Arbi-
tragemoglichkeit (im Sinne hoherer Entnahmen) darstellt. Fiir einen anderen Investor mit
einer anderen Erstausstattung muss es sich dagegen nicht um eine Arbitragemdoglichkeit
handeln. Eine globale Arbitragemoglichkeit liegt vor, falls fiir jedes beliebige Portfolio
eine lokale Arbitrage existiert.

Auf den ersten Blick scheint der Begriff der lokalen Arbitragemdoglichkeiten weniger
restriktiv zu sein. Umgekehrt ist die Forderung nach Abwesenheit lokaler Arbitragege-
legenheiten eine stérkere Einschrinkung als die Abwesenheit globaler Arbitragen. Ross
zeigt, dass die Abwesenheit lokaler Arbitragen sowohl notwendige als auch hinreichende
Bedingung ist fiir die Existenz von Zustandspreisen (Arrow-Debreu-Preisen) und damit
risikoneutralen Wahrscheinlichkeiten. Ross behauptet dariiber hinaus, dass sich seine
Resultate ohne Weiteres auf ein mehrperiodiges Modell iibertragen lassen. Die damit
zusammenhéngenden Probleme sind allerdings nicht einfach. Zudem zeigt sich bei ge-
nauerer Analyse, dass auch Ross nicht ohne eine Vereinfachung bei der Steuerfunktion
auskommt: Ross gelingt der Beweis des Fundamentalsatzes nur fiir stiickweise lineare
Steuerfunktionen.? Damit wire beispielsweise seine Theorie auf den Fall der deutschen
Einkommensteuer 2015, die zum Teil eine quadratische Steuerschuldfunktion aufweist,
nicht anwendbar.

Prisman (1986) hat zeitgleich mit Ross (1987) ebenfalls Arbitragemoglichkeiten bei
konvexen Steuerschuldfunktionen untersucht (Prisman fiihrt zudem Transaktionskosten
in sein Modell ein, worauf wir verzichten). Prisman nutzt die Dualitétstheorie der kon-
vexen Optimierung, die wir in der vorliegenden Arbeit auch anwenden werden. Prisman
gelingt es jedoch nicht, diejenigen Preise, die Arbitragegelegenheiten erzeugen, durch
Eigenschaften der Steuerschuldfunktion eindeutig zu charakterisieren.

Sowohl Dybvig und Ross (1986) als auch Dammon und Green (1987) zeigen, dass bei
der Einfiihrung nichtlinearer Steuern so genannte Klienteleffekte auftreten konnen. Dam-
mon und Green (1987) setzen dazu voraus, dass die Cashflows der einzelnen Wertpapiere
in Abhéngigkeit des jeweiligen Zustandes mit einem investorspezifischen Tarif besteuert
werden. Im Ergebnis halten Investoren aus unterschiedlichen Steuerklassen im Gleichge-
wichtszustand unterschiedliche Portfolioanteile. Dieses Resultat gilt sowohl mit als auch
ohne Leerverkaufsbeschrankungen. Eine Analyse, welche Preise Arbitragegelegenheiten
erzeugen und wann diese ausgeschlossen werden koénnen, geben die Autoren aber nicht
an.

Gallmeyer und Srivastava (2011) untersuchen ebenfalls Arbitragegelegenheiten bei Vor-

3Siehe hierzu Lemma 5 und Annahme T in Ross (1987, S. 387 sowie S. 392).



handensein einer Steuer. Sie widmen sich aber einer Kursgewinnbesteuerung und unter-
stellen einen linearen Tarif.

Dermody und Rockafellar (1991) analyiseren nichtlineare Steuern (sowie Transaktions-
kosten). Sie gehen vereinfachend davon aus, dass zukiinftige Steuerzahlungen nur vom
Preis der jeweiligen Wertpapiere abhéangen, nicht jedoch von der Handelsstrategie. Dies
ist in mehrfacher Hinsicht problematisch. Zum einen unterliegen Tilgungszahlungen ei-
nes Kredites nicht einer Einkommensteuer, was im Modell von Dermody und Rockafellar
(1991) schlichtweg ignoriert werden muss. Zum anderen konnte ein Investor durch ei-
ne geschickte Handelsstrategie Steuern vermeiden, was Dermody und Rockafellar (1991)
mit ihrem Modell aber ausschliefen miissen. Da zudem Kauf- und Verkaufspreis, wie
bei Prisman (1986), nicht identisch sind, kommen die Autoren in ihrem Modell zu dem
Schluss, dass Diskontierungsfaktoren im Allgemeinen nicht eindeutig sind: "There are
strong mathematical reasons for believing that the nonuniqueness indicates underlying
nonlinearities in the behavior of value that cannot be captured by a single term structure”
(S. 32). Wir werden zu anderen Ergebnissen gelangen und eine eindeutige term structure

identifizieren, die einen klaren Zusammenhang zur Steuerschuldfunktion aufweist.

1.3. Ergebnisse der Arbeit

Wir untersuchen ein T-Perioden Modell, in dem risikolose Anleihen gehandelt werden
und werfen die Frage auf, wann eine arbitragefreie Bewertung eines beliebigen Bonds
moglich ist. Diese Bewertung gelingt durch Replikation vorhandener Titel. Aufgrund
der Arbitragefreiheit miissen Handelsstrategien, die identische Nettoauszahlungen haben,
auch identische Preise aufweisen. Dabei wird sich zeigen, dass uns die Nichtlinearitét der
Steuerfunktion zu einer Anpassung des in der Literatur verwendeten Arbitragebegriffes
zwingt.

Typischerweise ist eine Arbitragemdglichkeit beliebig skalierbar. Wer eine Handelss-
trategie findet, mit der eine Einzahlung ohne Auszahlungen realisiert wird, kann eine
solche Moglichkeit auf beliebigem Niveau durchfiihren — und damit dann auch unendlich
reich werden. Wenn dagegen nichtlineare Steuern existieren, liegen die Dinge anders. In
einer solchen Situation kann es passieren, dass eine Arbitragemdoglichkeit zwar zu einer
bestimmten Einzahlung K < oo fiihrt, ohne dass Auszahlungen notwendig sind. Wird die
Strategie nun auf noch hoherem Niveau durchgefiihrt, fithrt dies nicht zu hoheren Ein-
zahlungen als K. Vielmehr kann es sein, dass K der hochste erzielbare Arbitragegewinn
bleibt.

Daher miissen wir zwischen unbeschriankten (d.h. klassischen) und beschrankten Ar-

bitragegelegenheiten unterscheiden. Unserer Ansicht nach fithren unbeschrinkte Arbi-



tragemoglichkeiten nach wie vor dazu, dass das Skonomische Modell widerspriichlich
wird. Wenn beliebige Finanzmittel aus dem Nichts geschaffen werden konnen, verliert
jede Budgetrestriktion ihren Sinn. Damit kann man dann auch nicht behaupten, durch
einen Nutzenmaximierungskalkiil wiirde menschliches Verhalten beschrieben. Bei einer
beschrankten Arbitragemdglichkeit ist dies jedoch anders. Eine solche Handelsmdoglichkeit
fiihrt erst einmal nur dazu, dass der homo oeconomicus jede denkbare Option ausnutzt
und unter diesen Bedingungen seine optimale Strategie wiahlt. Dies bedeutet keinesfalls,
dass sich der Nutzenmaximierungskalkiil selbst ad absurdum fiihrt.

Allerdings glauben wir, dass beschriankte Arbitragemdglichkeiten dennoch problema-
tisch sind. Dies zeigt sich insbesondere im Gleichgewicht, weil dort Angebot und Nach-
frage nach Finanztiteln ausgeglichen sein muss. Wir glauben, dass in einem Gleichge-
wicht keine beschrinkten Arbitragemoglichkeiten mdéglich sein diirfen. Denn wire dies
der Fall, wiirde ein Investor im Gleichgewicht (gemessen an den Gleichgewichtspreisen)
mehr nachfragen, als es seine Erstausstattung erlaubt. Wenn nun die anderen Investo-
ren ihre Budgetbedingungen nicht verletzen, ist wegen des Arbitragegewinns trotzdem
der Wert aller Nachfragen grofer als der Wert aller Erstausstattungen. Das aber wider-
spricht der Annahme, dass wir es mit einem Gleichgewicht zu tun haben. Daher sind
wir davon iiberzeugt, dass Gleichgewichtspreise weder beschrinkte noch unbeschriankte
Arbitragegelegenheiten zulassen diirfen.

Wir werden in unserer Arbeit notwendige und hinreichende Bedingungen angeben, wel-
che Wertpapierpreise beschrinkte sowie unbeschrinkte Arbitragemdglichkeiten zulassen.
Dazu werden wir zuerst aus den Preisen von Wertpapieren so genannte implizite Steu-
ersitze ableiten, die man sich wie folgt als Linearisierung der Steuerschuldfunktion in
einer Bewertungsgleichung vorstellen kann: Wenn fiir ein Wertpapier im Zeitpunkt ¢ der
Handelspreis mit p; bezeichnet wird, x; den Cashflow und a; die Differenz aus Cashflow
und Bemessungsgrundlage der Einkommensteuer im Zeitpunkt ¢ darstellen, dann folgt

bei linearen Steuern in Hohe von 7 auf arbitragefreien Mirkten bekanntlich?

_ Ptt1 +xpp1 — 7 (Tpgp1 — Qpy1)
1+ Ty (1 — T) ’

Dbt

Bei konvexen Steuerschuldfunktionen ist nicht unmittelbar einsichtig, welcher Steuersatz
7 hier anzuwenden ist. Daher werden wir den eindeutig bestimmten Steuersatz, der bei
gegebenen Preisen diese Gleichung erfiillt, hervorheben und impliziten Steuersatz nen-
nen. Es gibt fiir jeden Zeitpunkt t = 0,...,T — 1 einen solchen impliziten Steuersatz 7
fiir das zu bewertende Wertpapier. Die impliziten Steuersitze 7 héingen von den Wertpa-

pierpreisen, den Cashflows und den Bemessungsgrundlagen ab und da sie sich als Lésung

4Siehe zum Beispiel Ross 1987, S. 380.



einfacher linearer Gleichungen ergeben, ist nicht von vornherein klar, dass sie mit einem
Grenz- oder Durchschnittssteuersatz der Funktion T'(-) iibereinstimmen oder im Inter-
vall [0, 1] liegen. Fordern wir sehr plausible Einschrankungen an die Steuerschuldfunktion,

dann kénnen wir aber mit Hilfe dieser impliziten Steuersétze Folgendes beweisen:

— Die Preise der Wertpapiere sind genau dann arbitragefrei, wenn alle impliziten
Steuersétze den Grenzsteuersétzen der Funktion 7'(-) entsprechen, die sich bei der

Bemessungsgrundlage null einstellen.

— Die Preise der Wertpapiere erlauben genau dann unbeschréankte Arbitragemoglich-
keiten, wenn mindestens ein impliziter Steuersatz einen Wert annimmt, der in der
Steuerschuldfunktion 7'(-) als ein moglicher Grenzsteuersatz (fiir eine beliebige Be-

messungsgrundlage) nicht auftaucht.
— In allen anderen Féllen erlauben die Preise beschrinkte Arbitragemoglichkeiten.

Wir werden dieses Ergebnis an drei Steuerschuldfunktionen beispielhaft erlautern.

Unser Ergebnis ist intuitiv nicht ganz einfach zu verstehen. Wir werden daher zei-
gen, dass unser Ergebnis eine starke Analogie zu der Diskussion von Grenz- und Durch-
schnittskosten in der klassischen Produktionstheorie aufweist. Aus der Produktionstheo-
rie weiff man, dass ein optimales Programm genau dann gegeben ist, wenn Grenz- und
Durchschnittskosten identisch sind.® Es wird sich zeigen, dass die Existenz von Arbitra-
gemoglichkeiten auf diese Uberlegung iibertragen werden kann. Arbitragegelegenheiten
existieren, wenn Grenz- und Durchschnittssteuersétze einer Steuerschuldfunktion aus-
einanderfallen, weil Investoren iiber den Kapitalmarkt ihre Steuerzahlungen optimieren
konnen.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert. In Abschnitt 2 fithren wir die Grundbegriffe fiir
konvexe Steuerfunktionen ein. In Abschnitt 3 definieren wir einen erweiterten Arbitrage-
begriff. Wir fiithren implizite Steuersétze ein und zeigen, wann (beschriankte und unbe-
schrinkte) Arbitragemoglichkeiten in Abhéngigkeit dieser impliziten Steuersétze existie-

ren. Im letzten Abschnitt fassen wir die Ergebnisse zusammen.

2. Grundbegriffe einer nichtlinearen Steuer

2.1. Grenz- und Durchschnittssteuersatz

Grundsétzlich gilt es, bei der Analyse von Steuersystemen die Begriffe Steuerschuld,

Bemessungsgrundlage sowie Steuertarif klar zu definieren. Zu diesem Zweck sei z die

®Vgl. hierzu Exercise 5.D.1 in Mas-Colell, Whinston und Green (1995, S. 143-144).



Bemessungsgrundlage einer Steuer. Dann moge die Steuerschuld durch eine Funktion
T(x) : R — R charakterisiert sein. Die Steuerfunktion ist auch fiir negative Bemes-
sungsgrundlagen definiert, da auch Verluste der Besteuerung unterliegen sollen. Wir wol-
len zuerst eine Reihe von zweckméfigen Annahmen an diese Steuerfunktion festhalten.

Wir werden unterstellen, dass die Steuerfunktion stetig ist.® Man muss sich klarmachen,
dass die Existenz einer Freigrenze bereits durch diese Annahme ausgeschlossen ist. Eine
Freigrenze ist dadurch charakterisiert, dass eine Steuerzahlung erst ab einem Einkommen
von F' erfolgt, dann aber das gesamte Einkommen und nicht nur der F' iibersteigende
Betrag besteuert wird.”

Wir werden im Folgenden immer voraussetzen, dass ohne Einkommen keine Steuern

zu zahlen sind, oder

7(0) = 0. (1)

Eine solche Annahme ist deshalb zweckméfig, weil sinnvollerweise immer T'(z) < z gilt
und im Fall 7'(0) < 0 bereits reines Nichtstun eine Arbitragegelegenheit bedeuten wiir-
de. Will man den Zusammenhang von Steuern und Arbitragegelegenheiten untersuchen,
miissen solche offensichtlichen Arbitragemdoglichkeiten ausgeschlossen werden.®

Folgende Definition eines Steuertarifs ist zweckméafig.

Definition 1 (Durchschnittssteuersatz). Ein Durchschnittssteuersatz (auch Steuertarif)
ist jede Funktion t(-): R\ {0} — R, fir die

T(x) =t(z)- = (2)
gilt. Es gilt t(x) € [0,1).

Fir = 0 ist der Tarif nicht definiert.
Der Grenzsteuersatz gibt die marginale Zusatzbesteuerung im Verhéltnis zu einer mar-

ginalen Einkommenserhéhung an. Wir kénnen dabei nicht ohne Weiteres voraussetzen,

5Streng genommen wird diese Annahme durch eine spéter von uns getroffene Voraussetzung entbehrlich:

Eine konvexe Steuerschuld T'(-), die auf ganz R definiert ist, muss stetig sein.
"Eine Steuer mit Freigrenze lautet damit

0 wenn ¢ < F
T(x) = {

Tx sonst.

Diese Funktion ist in z = F' nicht stetig und der Tarif ist auch nicht konvex. Diese Steuer weist im
Ubrigen die Besonderheit auf, dass fiir jede andere Bemessungsgrundlage Grenz- und Durchschnitts-

steuersatz {ibereinstimmen.
8Gilt T(0) < 0, so spricht man von einer negativen Einkommensteuer, die zum Beispiel Friedman (1963)

diskutiert.
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dass die Steuerfunktion T iiberall differenzierbar ist — wenn etwa der Steuersatz springt
oder ein Freibetrag vorliegt, ist Differenzierbarkeit nicht gegeben. Daher schranken wir

die Definition auf diejenigen Bemessungsgrundlagen ein, in der der Grenzwert existiert.

Definition 2 (Grenzsteuersatz). Der Grenzsteuersatz T'(-): R — R fiir eine Bemes-

sungsgrundlage xg ist gegeben durch

T/(azo) = lim M’

T—TQ Tr — X0

wenn dieser Grenzwert eindeutig existiert.

Wir werden eine Steuerfunktion differenzierbar nennen, wenn der Grenzsteuersatz fiir
alle g € R existiert. Diese Voraussetzung ist fiir eine Vielzahl wirtschaftlich relevanter
Steuerfunktionen nicht gegeben.

Wir hatten in Definition 1 vorausgesetzt, dass der Durchschnittssteuersatz nichtne-
gativ und kleiner als 100% ist. Das gilt iiblicherweise auch fiir den Grenzsteuersatz.
Allerdings gibt es durchaus Anwendungsfille im nationalen Steuerrecht, fiir die dieser

Zusammenhang nicht erfiillt ist.’

2.2. Konvexe Steuerschuldfunktion

Wir werden uns in dieser Arbeit auf konveze Steuerschuldfunktionen konzentrieren. Das
setzt voraus, dass wir die Konvexitéat definieren und von nun an fiir die Steuerschuld-

funktion auch unterstellen werden.

Definition 3 (Konvexe Steuerfunktion). Die Steuerschuldfunktion T'(-) ist konvez, falls
fir0<A<1lundz,y€R

Tz + (1= AN)y) <AT(x) + (1 - NT(y) (3)
erfillt ist.

Fiir stetige Steuerfunktionen kann die Konvexitét logisch dquivalent durch die etwas

schwéchere Forderung

T(z) + T(y) — 2T($;y) >0

?Die OECD hat in ihrem Bericht OECD (,,OECD-Beschiftigungsausblick 2006, S. 65) Fille zusammen
getragen, bei denen nach einer Einkommenssteigerung ein effektiver Steuersatz (inklusive weiteren
Transferleistungen) von iiber 100% anfallt. Das ist beispielsweise in Deutschland (2015) der Fall fiir
Alleinerziehende oder verheiratete Alleinverdienerhaushalte mit 2 Kindern, deren Verdienst von 50%
auf 55% des Durchschnittseinkommens ansteigt. Weitere Beispiele fiir so genannte Tarifverwerwer-
fungen finden sich zum Beispiel in Hechtner (2015) im Fall der Besteuerung von auferordentlichen
Einkiinften (Fiinftelregelung §34 EStG).
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beschrieben werden.'” Diese Eigenschaft einer Steuerfunktion hat eine sehr intuitive In-
terpretation. Zu diesem Zweck orientieren wir uns am deutschen Recht und betrachten
das so genannte Ehegattensplitting (§32a Abs. 5 EStG). Nach dem Ehegattensplitting
konnen statt der tatséchlichen Einkiinfte eines Ehepaares die Durchschnittswerte be-
stimmt und dann besteuert werden. Wegen der Progression der Einkommensteuer erzielt
das Ehepaar so eine Steuerersparnis. Die eben genannte Ungleichung bestimmt genau
die Hohe dieser Steuerersparnis. Demzufolge sind beim deutschen Recht Konvexitat der
Steuerfunktion und Vorteil durch Ehegattensplitting ein und dasselbe.

Sehr viele Steuersysteme weisen die Eigenschaft auf, dass der Durchschnittssteuersatz
t(x) monoton wachsend in der Bemessungsgrundlage x ist. Diese Monotonie ist darauf
zuriickzufiihren, dass der Gesetzgeber hohere Einkommen stérker als niedrigere Einkom-
men besteuern mochte; man spricht auch vom "Leistungsfahigkeitsprinzip” oder "verti-
kaler Steuergerechtigkeit” und nennt entsprechende Tarifverlaufe progressiv. Man kénnte
denken, dass Konvexitdt und Progression logisch dquivalent waren, dies ist jedoch nicht
der Fall.

In der Tat folgt aus Konvexitéit einer Steuer die Progression wegen der Increasing Slope

FEigenschaft'!, da
T(x) —T(0)
z—0

auf R\ {0} monoton wéchst. Das nachfolgende Beispiel zeigt aber, dass progressive Steuer-

= t(x)

systeme existieren, die nicht konvex sind. Hierzu betrachten wir die Funktion T: R — R
mit
0, z < V2,

%x — %, sonst.
In diesem Fall ist ¢(z) gegeben durch (der Tarif ist in = 0 nicht definiert)
0, r<V2,2#0
— x—IQ, sonst.

Wie man in Abbildung (1) deutlich erkennen kann, ist #(-) zwar monoton wachsend,
aber die Steuerschuld 7'(-) ist nicht konvex. Insofern ist eine konvexe Steuerfunktion eine

etwas stérkere Forderung als ein progressiver Tarifverlauf.

Djes entspricht der Ungleichung (3) mit A = % Dass Konvexitéat bei stetigen Funktion durch diese
Gleichung definiert werden kann, hat bereits der Begriinder der Theorie konvexer Funktionen, Johan

Ludwig Jensen, nachgewiesen.
"Siehe Proposition 6.1 in Hiriart-Urruty und Lemaréchal (2001, S. 15).
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T (x) t(x)

1 1
/5
V2 v

2
(a) Die Steuerfunktion ist nicht konvex (b) Der Durchschnittssteuersatz ist mono-
(dies illustriert eine eingezeichnete, ge- ton wachsend.

strichelte Sekante).

Abbildung 1: Beispiel einer progressiven Steuerfunktion, die nicht konvex ist.

2.3. Subdifferential, Subgradient und konjugierte Steuerfunktion

Viele Lénder besitzen Steuersysteme, bei denen die Grenzsteuersidtze mehrere Werte
annehmen kénnen; man spricht auch von einem Stufentarif.!?
Der einfachste Fall eines solchen Stufentarifs liegt sicher vor, wenn Gewinne anders

besteuert werden als Verluste. Eine solche Steuerfunktion kann man durch die Gleichung
T(x) = 7— - min(z, 0) + 74 - max(z,0) (4)

beschreiben. Abbildung 2 zeigt eine Einkommensteuerfunktion vom Typ (4), bei der Ver-
luste mit 7 = 10 % und Gewinne mit 7, = 25% besteuert werden. Die Steuerfunktion
ist konvex und an der Stelle 2 = 0 nicht differenzierbar.'3

Betrachtet man die Abbildung 2a, so gibt es nicht nur eine, sondern mehrere Geraden
mit einem Anstieg aus dem Intervall [7_, 7], die man als ,Tangente” an die Steuer-
funktion bezeichnen kénnte. Abbildung 2a veranschaulicht sechs dieser Anstiege. Man
spricht nun nicht mehr von der Tangente, sondern untersucht statt dessen alle mdglichen
Anstiege.

Die Menge aller moglichen Anstiege wird Subdifferential genannt, die so definierte
serste Ableitung® ist dann nicht mehr eine Zahl, sondern eine Menge von Zahlen (und
bei konvexen Tarifverlaufen immer ein Intervall). In der Theorie der konvexen Analysis
verwendet man hierfiir die Schreibweise 07'(-). Das Subdifferential ist also die Menge

derjenigen Anstiege, die tangential an einen Punkt gezeichnet werden kdénnen. Sollte

12T der Literatur werden diese Steuersysteme vereinzelt falschlicherweise auch als linear bezeichnet.
13Da die Knickstelle im Ursprung liegt, fallen bei dieser Funktion bis auf die Bemessungsgrundlage z = 0

der Durchschnitts- und der Grenzsteuersatz zusammen.
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T'(x)
+0.25+ 25 % o————
aT
— S 10%
r T x
—2 0 1
=4 —0.1 ‘ T T
-2 0 2
(a) Verluste werden anders besteuert als (b) Grenzsteuersatz und Durchschnitts-
Gewinne. steuersatz sind identisch.
Abbildung 2: Beispiel einer stiickweise linearen Einkommensteuerfunktion mit 7— = 10 %
und 74 = 25%.

T(-) sogar differenzierbar an der Stelle = sein, so fallen Subdifferential und Tangente
zusammen; es gilt dann also 0T'(x) = {T"(x)}. Wir entlehnen die formale Definition

eines Subdifferential der konvexen Analysis.'4

Definition 4 (Subdifferential und Subgradient). Das Subdifferential einer konvexen
Steuerfunktion T'(-) an der Stelle x ist gegeben durch die folgende Menge reeller Zah-

len
OT(x) :={geR [ Vy T(y)>T(z)+g(y—2)} ()
Ein Element g € T (x) bezeichnet man auch als Subgradienten von T'(-) an der Stelle x.
Zuletzt bendtigen wir fiir unsere weiteren Uberlegungen den Begriff der konjugier-

ten Steuerfunktion. Insbesondere wird der Definitionsbereich, fiir den diese konjugierte

Funktion definiert ist, wichtig werden.

Definition 5 (konjugierte Steuerfunktion). Die konjugierte Steuerfunktion T*(-) zur
Steuerschuldfunktion T(-) ist gegeben durch

T (1) = Slé,IIé T —T(x).
T

Der Definitionsbereich, auf dem diese konjugierte Funktion endlich ist, bezeichnen wir
mit dom(T™*) = {7 | T*(1) < oo}.

Siehe zum Beispiel Hiriart-Urruty und Lemaréchal (2001, S. 165) sowie Rockafellar (1997, S. 214-215).
Dort wird auch gezeigt, dass fiir konvexe Funktionen das Subdifferential immer existiert und (wenn

die Funktion auf ganz R definiert ist) fiir jedes = ein abgeschlossenes Intervall darstellt.
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Die konjugierte Steuerfunktion ist auf ihrem Definitionsbereich stets konvex.'® Fiir die
weiteren Uberlegungen benétigen wir ein wichtiges Ergebnis der Theorie konjugierter

Funktionen. Es gilt
Lemma 6. Es gilt 0T (x) C dom(T™) fir alle x.

Beweis. In Hiriart-Urruty und Lemaréchal (2001, Theorem 1.4.1, S. 220) wird bewiesen,
dass 7 € 0T (z) gleichbedeutend ist mit

T(r)+T(z) —7-2=0.

Damit muss fiir diese Steuersétze 77(7) endlich sein, und es gilt 7 € dom(7™). O

3. Theorie arbitragefreier Bewertung mit konvexen Steuern

3.1. Das Modell

Es gebe in unserem Modell mehrere Zeitpunkte ¢ = 0,1...,7. In den Zeitpunkten
t =1,...,T des Modells erhalten die Inhaber der Wertpapiere Cashflows, in den Zeit-
punkten t = 0,...,7 — 1 kann man diese Wertpapiere am Kapitalmarkt handeln. Die
Theorie arbitragefreier Bewertung zeichnet sich durch eine relative Bewertung aus: Der
Preis eines Wertpapiers oder einer Handelsstrategie wird ermittelt, indem der Preis fiir
ein anderes Wertpapier oder eine Handelsstrategie mit identischen Cashflows bestimmt
wird und beide Preise nicht voneinander abweichen diirfen. Dies unterscheidet die Theorie
arbitragefreier Bewertung von der Gleichgewichtstheorie, bei der Preise auf Nutzenfunk-
tionen und Erstausstattungen zuriickgefithrt werden konnen.

Damit muss man bei der Theorie arbitragefreier Bewertung die Preise gewisser Assets
bereits voraussetzen — das gilt auch fiir den Fall, dass Steuern unterstellt werden. Die
Theorie arbitragefreier Bewertung klart dann, wie sich die Preise zuséatzlicher Wertpa-
piere errechnen. Wir werden hier annehmen, dass es einen Standard-Kupon-Bond mit
Zinszahlungen in Hohe eines risikolosen Zinssatzes ry > 0 gibt. Den Preis nach Steuern,
zu dem dieses Papier in jedem Zeitpunkt ge- und verkauft werden kann, werden wir bei
eins normieren. Jetzt ist eine Fiille von Symbolen einzufiihren.

Die Cashflows des Standard-Kupon-Bonds sind durch einen Vektor 2° = (r freeosTpy 14
ry) € R” gegeben. Die Preise, zu denen eine Einheit dieses Standard-Kupons in den Zeit-
punkten gehandelt werden kann, bezeichnen wir durch den Vektor p® = (1,...,1,0) €

R7+!, wobei wir hier aus Griinden der ZweckmiRigkeit einen fiktiven Preis von null

5Siehe Rockafellar (1997, S. 104).
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im letzten Zeitpunkt (in dem kein Handel mehr stattfindet) hinzufiigen. Lasst man dy-
namische Handelsstrategien zu, so ist mit diesem Kupon-Bond jede beliebige risikolose
Auszahlungsstruktur (nach Steuern) duplizierbar. Daher ist es ausreichend, nur diesen
Kupon-Bond als Basiswertpapier vorauszusetzen.

Wir fithren dann ein weiteres Wertpapier mit beliebiger Zahlungsstruktur ein und
untersuchen, welche Eigenschaften die Preise dieses Wertpapiers haben miissen, damit der
Markt (nun bestehend aus dem Standard-Kupon-Bond und dem weiteren Wertpapier)
arbitragefrei bleibt. Die Cashflows dieses Wertpapiers bezeichnen wir mit dem Vektor
bt = (x%, . ,:clT) € R”, der Index gibt den Zeitpunkt des Zuflusses an. Die Preise dieses
Wertpapiers, zu denen eine Einheit im Zeitpunkt ¢ ge- und verkauft werden kann, erfassen
wir in einem Vektor p! = (pé, . ,p%p_l,p%«) € RT*1, dabei gibt der Index wieder den
Handelszeitpunkt an und sinnvollerweise gilt erneut p%, = 0.

Die Inhaber der Wertpapiere haben in den Zeitpunkten ¢t = 1,...,T aus den erhal-
tenen Cashflows eine Einkommensteuer zu zahlen. Die Steuerschuld errechnet sich aus
einer (zeitunabhéngigen) konvexen Funktion 7T'(-), die auf eine Bemessungsgrundlage an-
gewandt wird. Es gilt fiir diese Tariffunktion 7°(0) = 0 und die Durchschnittssteuersitze
t(-) liegen im Intervall [0, 1).

Allerdings entspricht diese Bemessungsgrundlage weder unmittelbar dem Cashflow
noch dem Preis des Wertpapiers oder der Strategie, die der Investor in dem Zeitpunkt
durchfiihrt. In einer Vielzahl von Léndern ist die Einkommensteuer nicht gerade einfach
zu berechnen. Vielmehr bildet eine Vielzahl von gesetzlich, klar definierten, Einzelbestim-
mungen die Bemessungsgrundlage der festzusetzenden Einkommensteuer. Die Summe
der Einzelgrundlagen bildet dabei den Kern der (Gesamt-)Bemessungsgrundlage — das
so genannte Einkommen. In unserem Modell sind das Zahlungen, die den Anteilseignern
zufliefen. Es gibt jedoch Zahlungen, die nicht die Eigenschaft von Dividenden aufweisen
(z.B. Kapitalriickzahlungen o0.4.). Solche Zahlungen miissen wir von der Bemessungs-
grundlage abziehen. Hierzu fithren wir eine neue Variable a! := (a%, . ,a%w) ein, die aus
der Differenz der Cashflows und der gesetzlichen bestimmten Bemessungsgrundlage des

zweiten Wertpapiers besteht. Zum Zeitpunkt ¢ ist das

ol —al.
Im Fall der Standard-Kupon-Anleihe setzen wir a® = (0,...,0,1), da im letzten Zeit-
punkt eine Kapitalriickzahlung in Héhe von eins erfolgte. Die Bemessungsgrundlage der
Einkommensteuer wird sich dann aus der Summe der Bemessungsgrundlagen der ge-
haltenen Mengen an Standard-Kupon-Anleihen sowie Mengen des zweiten Wertpapiers

ergeben.
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Ein Investor kann am Markt handeln und eine dynamische Handelsstrategie durch-
flihren. Die Menge an Standard-Kupons, die er im Rahmen dieser Strategie hélt, be-
zeichnen wir mit dem Vektor h = (hg,h(l), . .,h%_l). Vereinfachend setzen wir zudem
RO, = B9 = 0. Analog ist h! die Menge des zweiten Wertpapiers. Im Zeitpunkt ¢ kann
dann der Investor, wenn er dieser Handelsstrategie folgt, nach Steuern folgenden Betrag

fir den Konsum entnehmen

:(h) = —pihi — p{hY + (pf + ) hi_y + (P} + =) B,
— T ((z; — ap)hi_y + (2 — a))hi_,) .

Diese Definition unterscheidet sich von der Theorie der arbitragefreien Bewertung ohne
Steuern nur durch die Steuerschuld T'(-). Wir definieren den Begriff einer Arbitragemog-
lichkeit.

Definition 7 (Arbitragemoglichkeit). Eine Strategie h ist eine Arbitragemdglichkeit ge-
nau dann, wenn 6¢(h) > 0 in jedem Zeitpunkt t =0,...,T gilt und fir mindestens einen
Zeitpunkt t eine der Ungleichungen strikt ist. Existieren keine Arbitragemdglichkeiten, so

ist der Markt arbitragefrei.

In der Theorie der arbitragefreien Bewertung ohne Steuern bedeutet die Existenz be-
reits einer Arbitragemdglichkeit h, dass jedes Vielfache dieser Strategie auch zu einem
Vielfachen des Arbitragegewinnes fiithrt. In diesem Sinn sind Arbitragemdoglichkeiten in
der Bewertungstheorie ohne Steuern unbeschréankt. Existieren jedoch konvexe Steuern,
so kann es moglich sein, dass eine Durchfiihrung einer Arbitragestrategie auf hherem Ni-
veau keinesfalls zu einer entsprechenden Erhohung des Arbitragegewinns fithrt, sondern
dieser vielmehr konstant bleibt. Daher miissen Arbitragemoglichkeiten genauer unter-
schieden werden. Um dies deutlicher herauszuarbeiten, wollen wir uns auf selbstfinanzie-

rende Strategien beschrinken und betrachten das folgende primale Optimierungsproblem

(P)
inf - poho + phho (P)
st. &(h) >0 t=1,...,T,
wobei p* den optimalen Wert in (P) bezeichne.
Das primale Problem (P) beschreibt eine selbstfinanzierende Handelsstrategie mit Hilfe
der Strategie h, die in der Zukunft héchstens Auszahlungen verspricht, aber keine Ein-
zahlungen erzwingt (wegen d;(h) > 0 fiir alle ¢ > 0). Wenn keine Arbitragemoglichkeiten

existieren, muss diese Handelsstrategie heute einen nichtnegativen Preis aufweisen. Oh-

ne Einschrinkung gehen wir davon aus, dass Arbitragegewinne stets mit einer positiven
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Einzahlung in ¢ = 0 einhergehen (damit gilt p* < 0 im Falle einer Arbitrage).'® Von da-
her ist es sinnvoll, den niedrigsten Preis zu betrachten, den eine solche Handelsstrategie
heute kostet. Da weiter h = 0 zuléssig ist, folgt p* < 0.

Der einzige Preis, der mit Arbitragefreiheit vertraglich ist, ist ein optimaler Wert p* =
0. Stellt sich dagegen heraus, dass eine optimale Strategie mit p* < 0 existiert, so muss
es sich wegen des negativen Preises offensichtlich um eine Arbitragemdoglichkeit handeln.
Die Hohe des Arbitragegewinns selbst wird durch den Optimalwert p* angegeben. In der
Theorie ohne Steuern konnte statt einer Strategie auch deren Vielfaches genutzt werden,
so dass Arbitragemdoglichkeiten immer p* = —oo implizierten. Wir werden hier dagegen
einen weiteren Fall zu beachten haben.

Im Fall beschrankter Arbitragemoglichkeiten kann zwar ein Investor durch geschickte
Handelsstrategien ohne finanzielle Mittel positive Cashflows generieren. Insofern stellt
eine Budgetrestriktion keine wirkliche Restriktion dar, da der Investor sie ja mit dieser
Strategie umgehen kann. Aber die Cashflows, die auf diese Weise erzeugt werden kon-
nen, sind nicht unendlich hoch. Vielmehr ist der maximale Zufluss, den man auf diese
Weise erreichen kann, durch den Wert p* beschriankt. Zusammenfassend erlaubt dies die

folgende Definition.

Definition 8 (beschriankte und unbeschrinkte Arbitragemoglichkeiten). FEine Arbitra-
gemaoglichkeit (Strategie) h heifst beschrankt genau dann, wenn fir den optimalen Wert
in (P) die Relation —oo < p* gilt. Eine Arbitragemoglichkeit heiffit unbeschrankt, falls
p* = —o0 gilt in (P).

Beschrénkte Arbitragemoglichkeiten sind im Fall linearer Steuern nicht moglich.

3.2. Charakterisierung aller Arbitragemaoglichkeiten

Wir kommen nun zum Hauptergebnis unserer Arbeit. Mit Hilfe der konvexen Theorie
der dualen Optimierung kénnen wir die Preise, die zu beschrankten oder unbeschrankten
Arbitragemoglichkeiten fithren, genau charakterisieren.

Zu diesem Zweck fiihren wir die impliziten Steuersétze 74 ein. Wir notieren die Preise

des zu bewertenden Wertpapiers p; fiir jeden Zeitpunkt ¢+ = 0,...,T — 1 in einer Art

1650llten die risikofreien Gewinne etwa in der Zukunft anfallen (8;(h) > 0 fiir ein ¢ > 0) und heute einen
Preis von null generieren, dann kénnen wir durch den Verkauf einer Kupon-Anleihe zum Zeitpunkt
t — 1 eine selbstfinanzierende Strategie in ¢ generieren, die eine echt positive Entnahme in ¢ — 1 nach
sich zieht. Diese Verschiebung bis zum heutigen Zeitpunkt wiederholen wir in ¢ — 2 usw., bis wir
in t = 0 eine echt positive Entnahme erhalten. Dies ist immer mdglich, sobald ry > 0 gilt und die

Tariffunktion Durchschnittssteuersiatze unter 100% aufweist.
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und Weise, als ob die Steuern linear auf diese Preise wirken wiirden. Wéren die Steuern

linear, dann gébe es Zahlen 7, so dass

1ol tal—mal —al)
= 1+rp(l—7)

1_ .1
gilt. Diese Gleichung kann man im Fall p} | # mfrfat nach den Steuersidtzen umstellen

(L+7rf)p;_y —pt —xf
= tlltl)t' (6)

Tfp%—1 —(z; —a;

Dies gibt Anlass zu folgender Definition.

Definition 9 (implizite Steuerséitze). Die Zahlen 1, die die Gleichung (6) erfillen,
nennen wir implizite Steuersétze zu den Preisen p} im Zeitpunkt t. Ist der Nenner in (6)

null, so setzen wir 13 := —+00.

Betrachten wir einen impliziten Steuersatz 7;. Fiir diesen Steuersatz werden wir nun in
Abhéngigkeit vom tatséichlichen Tarifverlauf drei einander ausschliefende Moglichkeiten
beschreiben. Die drei Moglichkeiten orientieren sich daran, in welcher der beiden Mengen
0T'(0) sowie dom(7T™) der implizite Steuersatz zu finden ist. Dabei ist zu beachten, dass
wegen Lemma 6 fiir den Subgradienten 97'(0) C dom(7™) gilt.

Der nachfolgende Satz beschreibt vollstdndig, welche Arbitragemdglichkeiten an einem
Kapitalmarkt bei Einbezug einer konvexen Einkommensteuer zu finden sind. Den Beweis

des Satzes haben wir in den Anhang ausgelagert.

Satz 10. Seien 7y die impliziten Steuersdtze zu gegebenen Marktpreisen py in den Zeit-

punktent =0,...,T — 1. Dann gilt genau einer der drei nachfolgenden Flle:

1. Die Marktpreise sind arbitragefrei genau dann, wenn 7, € 9T(0) fir alle t erfullt
ist. 17

2. Es gibt unbeschrinkte Arbitragemdglichkeiten genau dann, wenn fir mindestens
einen impliziten Steuersatz 7, ¢ dom(T™) gilt.
3. In allen anderen Fdllen gibt es beschriankte Arbitragemdglichkeiten.

Dies ist genau dann der Fall, wenn 7, € dom(T™) fiir alle t und fir mindestens ein
t" die Bedingung 1y € dom(T*)\ 9T (0) gilt.

79T (0) kann eine einzelne Zahl sein, falls die Steuerschuldfunktion an der Stelle 0 differenzierbar ist.
Anderenfalls handelt es sich um ein Intervall aus links- und rechtsseitiger Ableitung, da 97°(0) immer
konvex und abgeschlossen ist, siche Rockafellar (1997, S. 2171f.).
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Besonders iibersichtlich werden die Ergebnisse, wenn wir eine weitere Annahme an die
Steuerfunktionen unterstellen. Um unsere Annahme zu motivieren, betrachten wir das

Beispiel der Steuerfunktion

z+1—-—+vx+1 x>0,

z < 0.

T(z) =

[ME]

Diese Steuerfunktion besitzt fiir positive Bemessungsgrundlagen den Grenzsteuersatz
1 - 2\/%, der sich monoton dem Wert von 100% néahert, ihn fiir eine endliche Be-
messungsgrundlage aber nie erreicht. Fiir die nationalen Steuersysteme ist ein solches
Grenzverhalten aber vollig untypisch. Vielmehr haben alle nationalen Einkommensteuer-
systeme, die uns bekannt sind, die Eigenschaft, an den Réndern affin-linear zu sein. Dies

setzen wir von nun an voraus:

Definition 11. FEine Steuerfunktion T(-) ist an den Randern affin-linear genau dann,
wenn es eine hinreichend grofie Bemessungsgrundlage xg > 0 sowie zwei Zahlen T,T’

gibt, so dass fiir alle x > xg gilt

T(x)=T++ Tmaz - T
sowie fiir alle x < —xq die Relation

T(x) =T + Toin - x

mit Zahlen 0 < Timin < Tmaz < 1 gilt. Diese Zahlen nennen wir mazximale und minimale

Grenzsteuersdtze.

In diesem Fall lasst sich der Definitionsbereich der konjugierten Steuerfunktion sehr
einfach beschreiben.!® Da wir auch wissen, dass 9T(0) konvex und abgeschlossen sein
muss, handelt es sich um ein Intervall. Die Grenzsteuersatze, die dieses Intervall bilden,
schreiben wir einfacher als 9T'(0) = [ro—, 70+]; bei Steuerschuldfunktionen, die in = 0

differenzierbar sind, degeneriert das Intervall zu einem Punkt. Nun gilt folgender Satz.

Korollar 12. Seien 7 die impliziten Steuersdtze zu gegebenen Preisen p; eines Wertpa-
piers, die Steuerschuldfunktion sei affin-linear an den Rdindern. Es gelten die folgenden

drei Aussagen.

1. Der Markt ist arbitragefrei genau dann, wenn 19— < 17 < 194 fiir alle t erfillt ist.

8Wir danken Tyrrell Rockafellar an dieser Stelle fiir den Hinweis und insbesondere fiir die Erliuterung,

warum die Annahme affin-linearer Rénder auch notwendig ist.
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2. Es gibt beschrinkte Arbitrageméglichkeiten genau dann, wWenn Tmin < T¢ < Tmaz fUr

alle t und fiir mindestens ein t' die Bedingung Ty < To_ oder Tor < Ty gilt.

8. Es gibt unbeschrinkte Arbitrageméglichkeiten genau dann, wenn fir mindestens

einen impliziten Steuersatz v < Tpin 0der T¢ > Tmaz Gilt.

Die Ergebnisse dieses Satzes konnen sehr leicht graphisch illustriert werden, siehe dazu
Abbildung 3.

beschr. Arbitrage keine Arbitrage peschr. Arbitrage

Arbitrage
AN _AN— AN
~ ~ ~" ™~ T

W W W W W W

0 Tmin To— To+ Tmazx 1

Arbitrage

Abbildung 3: ITllustration der Aussage des Korollars 12. Es sind die Wertebereiche der
impliziten Steuersétze angegeben, die auf die jeweiligen Arbitragemdoglich-

keiten fiihren.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass bei Steuerfunktion mit affin-linearen Rdndern die Aus-

sage dom(T™) = [Tymin, Tmaaz] korrekt ist. Dazu beweisen wir zuerst die Relation
dOIIl(T*) - [Tmina Tmaz]- (7)
Zuerst gilt die so genannte Fenchel-Ungleichung

T*(1) :==supre —T(x) = VaT%(1)>710—-T()
X
. Angenommen, es wére fiir 7 > 7,4, der Funktionswert 7% (7) endlich, also 7 € dom(T™).
Dann folgt aus der Fenchel-Ungleichung fiir grofe x, weil die Steuerfunktion an den
Réndern affin-linear ist,
T*(T) > (T - Tmax) cx—T.

Da diese Ungleichung fiir alle hinreichend grofse x gilt und zudem 7 — 7,4, > 0 ist, folgt
aber im Widerspruch zur Voraussetzung 77(7) = 4+00. Damit gehort (7iaz, 00) nicht zu
dom(7T™).

Analog beweist man, dass fiir 7 < 7., der Funktionswert 7%(7) nicht endlich sein
kann. Somit folgt (7).

Andererseits folgt aus Lemma 6

JoT(x) € dom(T™)
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und wegen Rockafellar (1997, Theorem 24.1, S. 227) sowie der Differenzierbarkeit an den

Réandern

(i Tmas) = |JOT(2).
Mit Ungleichung (7) ergibt das
[Tmins Tmaz] C dom(T™) C [Tmin, Tmaz]-
und somit dom(T™*) = [Tmin, Tmaz)-
Die Aussage des Korollars folgt nun unmittelbar aus Satz 10. O
3.3. Drei erlduternde Beispiele

Wir wollen drei Steuerschuldfunktionen genauer untersuchen und haben sie in der Ab-
bildung 4 dargestellt.

.T'(x) .T'(x) .T'(x)

Tmax Tmazx
—A

f > T r T > T L T > T

F T A

Tmin Tinin
(a) Steuer mit positivem (b) Gewinne anders besteu- (c) Drei Steuerklassen.
Freibetrag. ert als Verluste.

Abbildung 4: Drei Beispiele fiir Steuerschuldfunktionen, bei denen eine vollstdndige Cha-

rakterisierung der Arbitragefreiheit moglich ist.

Steuer mit Freibetrag Wir betrachten zuerst das Beispiel einer Steuer mit Freibetrag
(sieche Abbildung 4a). Dazu sei folgende Steuerschuldfunktion gegeben

T(z) = 7 max(x — F,0), T €1[0,1).

Die Steuer wird erhoben, wenn das Einkommen den Freibetrag F' > 0 {ibersteigt, ande-
renfalls betragt die Steuer null. In diesem Beispiel gilt (ausgehend von den Bezeichnungen
des Korollars 12)

T0— = To+ = 0, Tmin=0, Tmaz=T.
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In diesem Fall ist 97'(0) = {77(0)} = {0}. Nach Korollar 12 garantieren dann nur Preise
mit einem impliziten Steuersatz von null vollstindige Arbitragefreiheit — was gleichbe-
deutend damit ist, dass Steuern in den Preisgleichungen vollsténdig ignoriert werden.
Diese Aussage gilt ibrigens auch dann, wenn die Steuer jenseits des Freibetrages F' nicht
mehr linear, sondern (wie etwa im deutschen Recht) quadratisch verlauft.

Beschrankte Arbitragemdglichkeiten existieren, wenn in den Preisen implizite Steuer-
satze aus dem Intervall (0, 7] auftauchen. In allen anderen Féllen liegen unbeschrénkte

Arbitragemoglichkeiten vor.

Unterschiedliche Gewinn- und Verlustbesteuerung Das zweites Beispiel, an dem wir
diesen Satz illustrieren wollen, ist eine Steuer, die Gewinne und Verluste unterschiedlich
besteuert (siche Abbildung 4b). Diese Art der Steuer hatten wir bereits in Gleichung
(4) dargestellt, um die Definition des Subdifferentials zu motivieren. Analog zum vorigen
Beispiel erhalten wir hier
T0— = Tmin,  T0+ = Tmaz-

Gar keine Arbitragemoglichkeiten treten hier auf, wenn die impliziten Steuersétze aus
dem Intervall [Tpnin, Tmaz| sStammen. Sind die impliziten Steuersétze nicht aus diesem In-
tervall, gibt es unbeschrinkte Arbitragemoglichkeiten. Eine beschrinkte Arbitragemdog-

lichkeit ist mit diesem Steuersystem in keinem Fall moglich.

Drei Steuerklassen Das dritte Beispiel moge ein Stufentarif sein, der drei mogliche
Werte annehmen kann (7, < 7 < Ty, sieche Abbildung 4c):
Tmin - T+ (Tmin —T7) - A wennz < —A
T(x)=q71- -2 wenn —A<z <A
Tmaz * L+ (T — Tmaz) - A wenn A < z.
In diesem Fall gilt nun
To— =To+ =T

und somit haben wir folgende Situation. Nur wenn die implizite Steuersétze 7, = T betra-
gen, ist der Markt vollstandig arbitragfrei. Fiir implizite Steuersitze 7 € [Timin, Tmaz) \{7}
gibt es beschrinkte Arbitragemdoglichkeiten. Fiir alle anderen Werte existieren unbe-

schriankte Arbitragemoglichkeiten.

3.4. Intuition der Resultate

Die Ergebnisse unserer Arbeit leuchten zweifellos nicht ohne Weiteres ein. Okonomen

sind aber auch an intuitiv iiberzeugenden Erlduterungen formaler Forschungsergebnis-

23



se interessiert. Daher wollen wir in diesem Abschnitt den Versuch unternehmen, eine
Analogie zur Produktionstheorie herzustellen. Wir zeigen, dass sich steuerlich optimale
Portfolios durch implizite Steuersdtze auszeichnen, bei denen Grenz- und Durchschnitts-
steuersatz iibereinstimmen. Anderenfalls kann der Investor durch Umschichtungen die
Steuerzahlungen weiter senken.

Konvexe Funktionen haben die bekannte Figenschaft, dass sie hochstens auf einer ab-
zihlbar unendlichen Menge nicht differenzierbar sind.!® Wir werden fiir unseren néchsten
Satz annehmen miissen, dass die Nichtdifferenzierbarkeit sogar an endlich vielen Stellen
gilt.

Wieder schreiben wir 97'(0) = [19—, To+], zudem seien die minimalen und maximalen
Grenzsteuersitze mit 7,,;, und T,,q. bezeichnet. Des weiteren sei xy die grofte Bemes-
sungsgrundlage, fiir die immer noch 7o+ € 9T (zp) gilt. Es gibt immer eine solche Be-
messungsgrundlage, da nach Definition von 744 immer 794 € 97(0) gilt. Der Einfachheit
halber konzentrieren wir uns auf nichtnegative Bemessungsgrundlagen, der nachfolgende

Satz gilt sinngeméaf auch fiir nichtpositive Bemessungsgrundlagen.

Satz 13. Die Steuerschuldfunktion sei konvez, affin-linear an den Rdndern und nur
an endlich vielen Stellen nicht differenzierbar. Dann weist die Steuerschuldfunktion die

folgenden Eigenschaften auf:

1. Wenn zo > 0 gilt, dann ist die Steuerschuldfunktion auf dem Intervall [0, z¢)] linear.

2. Auf dem Intervall (xg,00) liegt der Grenzsteuersatz iber dem Durchschnittssteuer-

satz, also 0T (x) > t(x). Der Grenzsteuersatz ist zudem aus dem Intervall (To+, Tmaz) -

8. Fiir x — oo ndhern sich Grenz- und Durchschnittssteuersatz wieder an, also

limg_yo0 0T (z) — t(x) = 0.

Die erste Eigenschaft definiert gleichzeitig diejenigen impliziten Steuersdtze, bei de-
nen die Preise arbitragefrei sind. Diejenigen impliziten Steuersétze sorgen fiir Arbitra-
gefreiheit, bei denen in der Steuerschuldfunktion Grenz- und Durchschnittssteuersitze
iibereinstimmen.

Die zweite Eigenschaft definiert diejenigen impliziten Steuersétze, bei denen die Preise
beschrankte Arbitragemdglichkeiten ermoglichen. Solche beschrankten Arbitragemdoglich-
keiten konnen realisiert werden, weil Grenz- und Durchschnittssteuersitze nicht tiberein-

stimmen.

9Fine Menge ist abzihlbar, wenn sich eineindeutig in die natiirlichen Zahlen abbilden lassen. Die Aus-

sage ist beispielsweise in Zaji¢ek (2007) bewiesen.
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Unbeschriankte Arbitragemoglichkeiten existieren auferhalb des Intervalls [Toin, Tmaz]-
Der Verlauf einer Steuerschuldfunktion folgt daher einem Muster, das wir in Abbildung
5 illustriert haben.

AT (x)

limg— 00 =0

To+€0T(0)

| > T
o

keine Arbitrage beschrénkte Arbitrage

Abbildung 5: Exemplarischer Verlauf einer konvexen Steuerschuldfunktion. Es ist weiter
angegeben, bei welchen Bemessungsgrundlagen sich diejenigen impliziten

Steuersitze einstellen, die die jeweiligen Arbitragemdoglichkeiten ergeben.

Bewets. Wir beginnen mit der ersten Behauptung. Es gilt ¢ > 0 sowie die beiden Rela-
tionen
dT(0) = [to—,T0+]), 7o+ € 0T (xp).

Wir wihlen einen Punkt = € (0, z). Dann gilt wegen der Monotonie des Subgradienten
(siche Hiriart-Urruty und Lemaréchal (2001, Satz 6.1.1, S. 199)) fiir jedes 7 € 9T (x)

(To+ —7) - (w0 — ) > 0, (1 —704) - (= 0) >0,

woraus 7 = 7o+ folgt. Damit muss gelten 0T (x) = {794} und T'(-) ist auf dem Intervall
(0, zg) differenzierbar und linear mit dem Steuersatz 7.

Nun zeigen wir die zweite Behauptung?®
T (x) > t(x),

wobei die Ungleichung fiir jeden Subgradienten gilt. Sei dazu g € 9T (x). Aus Eigenschaft
(5) folgt fiir . und y =0

T0)>T(x)+g-(0—2z) < g-z—T(x)>0.

Daraus folgt unmittelbar die Aussage.

20Die zweite Behauptung gilt sinngeméf auch fiir negative Bemessungsgrundlagen; in diesem Fall gilt
T (z) < t(z).
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Die dritte Bemerkung
lim T'(z) —t(z) =0

z—+oo
zeigen wir wie folgt. Dazu beweisen wir zuerst, dass die Steuerschuld gegen Unendlich
geht, wenn es eine Bemessungsgrundlage = gibt so dass ein Subgradient g € 907'(x)
positiv ist. Angenommen, die Steuerzahlungen wiren fiir jede Bemessungsgrundlage y
beschrankt, T'(y) < M. Da nach Voraussetzung fiir ein x der Subgradient 0 < g € 9T (x)
erfiillt, folgt fiir alle y > M_TT(QC) + « nach Definition des Subgradienten

T(y) > T(x) + g(y — x) > M,

im Widerspruch zur angenommenen Beschranktheit.

Da die Anzahl der Nicht-Differenzierbarkeitsstellen endlich ist und 7'(z) eine monoton
wachsende Funktion ist, konnen wir fiir sehr grofe x von der Differenzierbarkeit von 7'(+)
ausgehen und erhalten unter Anwendung von de I’Hospital

T(z)

lim t(ac) = lim —= = lim T/(.Z') = Tmazx-
r—00 r—00 I T—00

Der Grenzwert existiert auch tatséchlich, da aufgrund der Konvexitét der Durchschnitts-

steuersatz t(-) monoton steigt und nach oben zu 100% beschriankt war. O

4. Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir Arbitragegelegenheiten in einem Kapital-
marktmodell unter Sicherheit mit mehreren Handelszeitpunkten und konvexen Steuer-
schuldfunktionen. Hierzu leiten wir aus den gegebenen Marktpreisen risikoloser Titel
periodenspezifische implizite Steuerséitze ab. Diese impliziten Steuersidtze werden mit
den Grenzsteuersitzen der Steuerschuldfunktion 7T'(-) verglichen. Wenn alle impliziten
Steuersitze den Grenzsteuersitzen entsprechen, die sich bei der Bemessungsgrundlage
null einstellen, dann existieren keine Arbitragegelegenheiten. Diese Bedingung ist sowohl
notwendig als auch hinreichend fiir Arbitragefreiheit.

Weiter sind wir in der Lage, die moglichen Arbitragegelegenheiten genau zu charakteri-
sieren. Es gibt am Markt unbeschrankte Arbitragegelegenheiten genau dann, wenn min-
destens ein impliziter Steuersatz einen Wert annimmt, der in der Steuerschuldfunktion als
ein moglicher Grenzsteuersatz (fiir eine beliebige Bemessungsgrundlage) nie auftaucht.
In allen anderen Féllen gibt es begrenzte Arbitragemoglichkeiten.

Unsere Ergebnisse weisen eine starke Analogie zu der Produktionstheorie auf, in der

Grenz- und Durchschnittskosten im Optimum tibereinstimmen. Sind in unserem Modell
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Grenz- und Durchschnittssteuern identisch, so liegen am Markt keine Arbitragegelegen-
heiten vor. Diese Analogie plausibilisiert unsere Ergebnisse.
In einer weiteren Studie werden wir entsprechende Aussagen auf ein Modell unter

Unsicherheit erweitern.
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A. Beweis des Satzes 10

Der Beweis beruht ganz erheblich auf der dualen Theorie konvexer Analysis. Zuvor zeigen

wir folgendes Lemma.
Lemma 14. Folgende drei Aussagen gelten fir die konjugierte Funktion:
(i) T*(7) > 0 fiir alle T € R.
(ii) T*(1) = 0 genau dann, wenn T € 9T(0).
(i1i) 0 < T*(7) < 0o genau dann, wenn 7 € dom(T™) \ 9T(0).
Beweis. (i) Folgt direkt aus der Fenchel-Ungleichung, da
T*(r) >7-0-T(0) =0
fiir alle 7 € R gelten muss.
(ii) Weil 7 € 0T (z) gleichbedeutend ist mit
T*(r)+T(z) —T7-2=0
(siehe Lemma 14) folgt dies unmittelbar.

(iii) Folgt direkt aus der Definition von dom(7™) sowie Eigenschaft (i) und (ii).
O

Wir bilden nun zum urspriinglichen Problem (P) das duale Lagrange-Problem (D), das
gegeben ist durch

supinf L(h,\) (D)
AN b
s.t. AN>0 t=1,....T,
mit A = (A1,..., A7) sowie der Lagrangefunktion?!

T
L(h,y,A) : = (po)'ho — Y _ Mi6i(h)

t=1

= (po)/ho - Z At ((pt + $t),ht71 -T ((fUt - at),htfl) - (pt),ht)>

21Wir bezeichnen transponierte Vektoren immer mit (-)’.
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wobei sich die Vektornotation bei hy, p; und x; sowie a; auf die beiden Assets (Standard-
Kupon-Bond und den zu bewertenden Titel) bezieht.

Sei d* der optimale Wert von (D). Das duale Problem (D) ist konkav und es gilt d* < p*
(schwache Dualitat). Die Slater-Bedingung gilt, weil wegen der Standard-Kupon-Anleihe
ein innerer Punkt in (P) existiert, i.e., wird nur diese Anleihe gehalten, entspricht das

einer Strategie hj = (1,0) und es gilt fiir jeden Zeitpunkt ¢

6t(h*) =1y —=T(ry) > 0.

Damit damit haben wir aufgrund der starken Dualitdt sogar d* = p* und beide Optima-
litdtsprobleme sind dquivalent.

Nun fiihren wir eine Variablentransformation im dualen Problem durch und setzen
v = (zy — ) hy—1.
Dann lasst sich (D) umschreiben zu folgendem Maximierungsproblem

sup inf f)(h,y, A\ V)

(Aw) My
s.t. AM>0 t=1,...,T,
wobei v = (v1,...,vr) die neuen Lagrange-Multiplikatoren sind und die Lagrangefunk-

tion nun lautet

T
L(h,y, A\, v) == (po)'ho — Z At ((pe + @) he1 — T(ye) — (pe) )
=1

T
+ZVt xy — ag) by l_yt)
t=1

Setzen wir A9 = 1 und nutzen (pr)'hy = 0 fiir beide Titel aus, so konnen wir die Summen

in diesem Ausdruck anders zusammenfassen und so den Ausdruck verandern zu

L(h,y, \,v) = Z)\tlptlhtl

T T
Z (Ae(pe + ) he—1 — v — ag) hy—1 — Z (g — MT(ye)),
=1

t=1

was sich einfacher schreibt als

T T
h VY A V) = Z At—1Pt—1 — )\t(pt +x¢) — vy — at ht 1— Z A )
t=1 t=1
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Einige der Infima und Suprema in diesem Optimierungsproblem lassen sich weiter

vereinfachen, so dass sich (D) endlich schreibt als

T T
sup inf (M—1pe—1 — \e(pe + @) + ve(wr — az)) hye1 — Z sup (veye — MT (ye))
()‘71/) t=1 hi—1 t=1 Yt
st A>0 t=1,... T (D1)

Betrachtet man nur den Infimumterm von der Objektfunktion in (D1,) erhdlt man

. 0, A—1Pt—1 — Me(pe + x¢) + v (2 — ar)
inf (M—1pe—1—Ne(petae) +u(ze—ar)) i1 = )
hi—1 —00, sonst.

Somit ist (D1) dquivalent zu

T
sup — Z sup (veye — MT (yr)) (D2)
()\,l/) t=1 Yt
st. A >0, Noipi—1 — Me(pe+ @) + vy —a) =0 t=1,...,T.

Wir zeigen jetzt, dass zuldssige \; in (D2) stets positiv sind. Angenommen es existiere
ein Zeitpunkt ¢’ mit Ay = 0 in (D2). Dann ist d* = —oo, sofern nicht auch gleichzeitig
vy = 0 in (D2) erfiillt ist. Aufgrund der rekursiven Beziehung in der Nebenbedingung
folgt analog fiir alle anderen Zeitpunkte ¢ < ¢, dann auch Ay = 14 = 0 und insbesondere
firt=1

Aopo = po =0
im Widerspruch zu der Existenz einer risikofreien Kupon-Anleihe mit p8 = 1. Folglich
kommen nur positive Lagrange-Faktoren als zuldssige Losungen in (D1) in Frage.

In diesem Fall ist

1%
sup (viye — AT (yi)) = sup (At;yt - )\tT(?Jt))
Yt Yt t

1%
= A¢sup <)\iyt — T(yt))

Yt

w« [Vt
=T —=].
' (/\t>

Dies kénnen wir in (D2) einsetzen und damit wird das Optimierungsproblem &quivalent

zu

T
. U
— inf E T | — D3
) ! <)\t> (D3)

t=1

A 1%
: (pt'i‘xt)_/\it(%t—at) t=1,...,T.

s.t. At >0, po1 =
At—1 t—1
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Auch hier gilt wieder die Konvention sup ) = —oo.
Wir substituieren 7, := £t und betrachten den Standard-Kupon-Bond, so folgt fiir die

optimalen Lagrange-Faktoren

A
M=l =T
1+ ’I"f(l — Tt)
Durch iteratives Einsetzen erhalten wir
1
AN = t=1,...,T.

HZ:I (1 +rp(l— Ts))

Schlussendlich erhalten wir, dass (D3) dquivalent ist zu

T *
— inf Z ; ) (D*)
r€dom(T*) t=1,...T ¢ IT (1 +rp(l— Ts))

s=1
e+ (I —7)xe + Ty
s.t. bt—1 =
1+ T‘f(l — Tt)

t=1,...,T.

Wir konnen nun den Beweis des Satzes zu Ende fithren. Die 73 sind offensichtlich die

impliziten Steuersitze des weiteren Wertpapiers. Dann aber gilt:

1. Da nach Eigenschaft (i) in Lemma 14 alle Summanden in (D*) nichtnegativ sind,
gilt p* = d* =0 gdw. T*(7¢) = 0 ist fiir alle ¢, was nach Eigenschaft (ii) in Lemma
14 Aquivalent ist zu 7 € 97'(0) fiir alle ¢.

2. Nach Eigenschaft (iii) in Lemma 14 folgt —oco < p* < 0 gdw. 7z € dom(7T™) fiir alle
t und fiir mindestens ein ¢’ ist 7 € dom(7*) \ 97°(0).

3. Da es sich in (D*) um eine endliche Summe nicht negativer Summanden handelt,

folgt p* = co genau dann, wenn fiir mindestens ein ¢ gilt 7 ¢ dom(7™).
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