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'Zusammenfassung: In der Okonomik lassen sich viele Beispiele anfiihren, in denen zwischen
der Durchfithrung einer Manahme und ihrer Wirkung auf eine Zielvariable eine bestimmte Zeit
verstreicht. Diese Totzeit bringt erhebliche analytische Schwierigkeiten mit sich, zu deren Uber-
windung das Instrument der LAPLACE-Transformation eingesetzt wird. Ahnlich der Transforma-
tion y=Inx enthilt auch die LAPLACE-Transformation Vorteile, die sich mit entsprechendem
Nutzen bei der Losung von Differentialgleichungen und anderer Funktionalbeziehungen einset-
zen lassen. '
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1 Behandlung von Totzeitsystemen in der Okonomik

1.1 Die LAPLACE-'h'anSformation als Instrument zur Losung von
Totzeitsystemen

Um die Wirkungsweise der LAPLACE-Transformation zu beschreiben, wird zunéchst ein Beispiel
aus der Okonomik fiir ein Totzeitsystem vorgestellt, das sich mit iiblichen Verfahren analytisch
nicht 16sen 14Bt. Als Ansatzpunkt dient ein Kapitalstock, der durch Investitionen und Verschlei
fortgeschrieben wird. Dieser Zusammenhang konstituiert eine Differentialgleichung, die von der
Annahme iiberlagert wird, daB zwischen dem Zeitpunkt der Investition und der Einsatzbereit-
schaft der Investitionsgiiter ein bestimmter konstanter Zeitraum verstreicht. Damit resultiert eine

Differenzendifferentialgleichung, wie sie etwa in Gandolfo (1997, Chapter 27) angesprochen
werden.

Die Losung der resultierenden Differenzendifferentialgleichung mit Hilfe der LAPLACE-Trans-
formation verwendet fast alle Grundregeln der LAPLACE-Transformation, die im Anhang I zu-
sammengestellt sind. Insbesondere eine Variante des ersten Beispiels demonstriert die Leistungs-
fahigkeit der LAPLACE-Transformation. Einschrédnkend ist zu beachten, da8 ohne die Annahme
einer konstanten Totzeit, nur der Weg einer numerischen Lésung wie zum Beispiel in Boucekki-
ne, Licandro, Paul (1997) beschritten werden kann.

1.2 Ein ausgewiihltes Totzeitsystem aus der Okonomik

Das untersuchte Beispiel geht von der Annahme aus, dal zwischen der Anschaffung von Investiti-
onsgiitern Ig zum Zeitpunkt 7 und der Einsatzbereitschaft dieser Investitionsgiiter ein bestimmter
Zeitraum vergeht. Fiir Nettoinvestitionen I7 (¢) betragt diese Totzeit Tj, d.h.

(1.1) ey =I@¢-T).

Fiir die Ersatzinvestitionen I (z) kann eine andere, kiirzere Totzeit T, = T; unterstellt werden,

f
b

(1.2) 1) = Iyt — ).

Im zweiten Schritt wird der EinfluB der Investitionen auf den Kapitalstock beschrieben. Die An-
derung des Kapitalstocks, der in der Produktion im Zeitpunkt ¢ zur Verfiigung steht, ist gegeben
durch den Zustrom an Kapital I{’ (¢) abziiglich der verschlissenen Kapitaleinheiten D(¢),

K=1'-D.

Dabei setzen sich die Bruttoinvestitionen 1{’ (#) aus den Nettoinvestitionen I7 () und den Ersatz-
investitionen I (¢) zusammen, If’ = I} + I{. AuBerdem ist der KapitalverschleiB D(t) pro-
portional zum aktuellen Kapitalstock X, D = 0K, wobei die konstante Abschreibungsrate mit
0 bezeichnet wird, um sie von der spiter eingefiihrten Diracschen §-Funktion zu unterscheiden.
Zusammenfassend erhdlt man,

(1.3) o . K=I'+1I -3k

Als letztes Glied fehlt die Beschreibung des Investitionsverhaltens. Dabei ist zwischen dem ak-
tuellen, in der Produktion einsetzbaren Kapitalstock K (#) und dem optimalen Kapitalstock K(z)
zu unterscheiden. Man beachte, daf an dieser Stelle auf die Ermittlung des Zeitpfades fiir den
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optimalen Kapltalstbck verzichtet wird. Statt dessen werden im Abschnitt 2.2 verschiedene Pfade
fiir den optimalen Kapitalstock vorgegeben. Fiir das Investmonsverhalten wird unterstellt, daB
- die Investitionen Ijj(r) einen konstanten Anteil der Differenz K - K@ ausmachen

(14 I =B(E® - K®).
Nun lassen sich die Glelchungen (1 .3), (1.1), (1.2) und (1.4) unter der Voraussetzung ¢t = T;
umschreiben zu

K@) = ﬂ(fm —T)) — K(t — T)) + [j(t — To) — 8K (2).

- Unterstellt man 75 = 0, dann wird in der Regel auBerdem angenommen, daB die Abschreibungen
mit den Ersatzinvestitionen iibereinstimmen, 8K (¢) = Ij(z). Diese Annahme l48t sich auf das
Totzeitsystem iibertragen, indem man beispielsweise

'(L.5) | [() =I5t~ To) =8K( — Ty)

unterstellt. Allerdings miindet die Annahme, daB die Ersatzinvestitionen in dem Zeitpunkt gets-
tigt werden, in dem die entsprechenden Kapitaleinheiten verschlissen sind, selbst fir 7} =T =
T in einer funktionalen Beziehung, die schwieriger zu behandelnden ist. Aus diesem Grund
wird unterstellt, daB3 der zukiinftige Kapitalverschlei perfekt vorhersehbar ist. Bei entsprechen-
der Verwegnahme der Ersatzinvestitionen,

(1.6) E@) = It — T2) = 8K(2)
ergibt sich unter Vernachlassigung des Subskripts folgende Beznehung fiir alle ¢ > T
Kt)+BK@t—T)=BR(t-T)

Sofern das System keine Vorgeschichte. besitzt,? also 4 ()= K (#) fiir alle t = 0 gilt, darf von
Ij(t) =0 und K(¢) =0 fiiralle ¢ = 0 ausgegangen werden. Also gilt auch in der Startphase
mt0=:<T

| K@) =0.
Die beiden letzten Gleichungen werden nun unter Verwendung der Heaviside-Funktion
| : 0 fir t<T
He-T)= P
1 fir t2T.

zusammengefafit, wobei die resultierende Differenzendifferentialgleichung®

(1.7) KO +BK(¢—-T)Ht—T)=BK@t—T)H(t—T)

zu losen ist. Die Losung dieser Gleichung beschreibt den Zeitpfad des Kapitalstocks K fiir das
behandelte Totzeitsystem. Man beachte, daB niemals mit derartigen Differenzendifferentialglei-
chungen selbst gearbeitet wird, sondern stets mit der entsprechenden transformierten Gleichung
im Bildbereich, die nun abgeleitet wird. :

! Eine alternative Investitionsfunktion wird im Abschnitt 2.3 untersucht.

Die Antwort /5 (r) des Systems auf Abweichungen des aktuellen Kapitalstocks vom optimalen Kapitalstock ist un-
abhiéingig vom Zeltpunkt t. Damit liegt ein zeitinvariantes System vor. Falls die Anwort vom jeweiligen Zeitpunkt
abhiingt — wie etwa im unplausiblen Fall I3 () = ﬁ(t)(K "H-K (t)) —, 50 spricht man von einem zeitvarianten
System.

2 An dieser Stelle wird deutlich, warum die Annahme (1.5) zu groBeren Schwierigkeiten als (1.6) ﬁihrt Sofern
auch die Ersatzinvestitionen einer Totzeit unterliegen, kann sich das System zum Zeitpunkt ¢ = 0 nicht in Ruhe
befinden. Der zusitzliche Effekt wird in FuBnote 6 angegeben.

3Zu lefcrenzendlfferentxalglelchung der Differentialordnung n und der Differenzenordnung = — 1 siehe Bellman,
Roth (1984, S. 55).



2 Ermittlung der Lésung mit Hilfe der LAPLACE-Transformation

2.1 Lasung des vorgestellten Totzeitsystems

Um das Vorgehen der LAPLACE—Transfonnation zu demonstrieren, wird an dieser Stelle nicht
unmittelbar die Differenzendifferentialgleichung (1.7) transformiert. Statt dessen erfolgt eine
Transformation der Gleichungen (1.1), (1.3) und (1.4). '

Zunichst ist zu beriicksichtigen, daB das vorgestellte Totzeitsystem keine Vorgeschichte besitzt,
dh. If(t) = Ij(t— T)H(t — T). Bezeichnet man die im Anhang I beschriebene LAPLACE-
Transformanon mit I7(z) o J7(s) und Ij(z) o= Jj(s), dann folgt aus (1 1) gemiB (A.12)

@.1) 1(s) = e~ T5I8(s).

Da die Ersatzinvestitionen entfallen, ergibt sich aus der LAPLACE-Transformation K(t) o-e
X(s) von (1.3) unter Beachtung der Linearitéitsregel (A.3) sowie der Differentiationsregel (A.6a)

sK(s) — K(0) = 77(s)
2.2) = K= %3';@) + % K(0).
Schlielich ist (1.4) entsprechend der Linearitétsregel (A.3) zu transformieren,
23) 5(5) = B(K(s) — X(s)).

Nun ist man in der Lage, aus den Gleichungen (2.2), (2.1) und (2.3) eine einzige Gleichung
herzuleiten, die die interessierende GroBe X in Abhéngigkeit von dem vorgegebenen Sollverlauf
X beschreibt. Man erhilt entsprechend der Abbildung 1°

(2.4) K(s) =~ e-“ﬂ(:fC(s) - X(s)) + % K(0)
oder dquivalent mit fR(s) B/s
_ Ry . 1/s

Bevor auf diese Gleichung® eingegangen wird, kann (2.4) aus dem Bildbereich riicktransformiert
werden. Aus diesem Grund wird (2.4) mit s multipliziert, so da§

(2.6) sK(s) — K(0) + Be~ 7K (s) = Be~T5K ().

4 In der Mathematik wird die LAPLACE-Transformation durch den Ubergang von kleinen auf groSe Symbole cha-
rakterisiert, dh. F = #{f} bzw. f = %~'{F}. Dagegen driickt man in der Elektrotechnik die Bezie-
hung zwischen der Originalfunktion f und der Bildfunktion F durch eines der Symbole f(f) oo F(s) oder
F(s) oo f(t) aus, wobei der gefiillte Kreis immer bei der Bildfunktion steht. Da sich die Unterscheidung zwi-
schen groBen und kleinen Buchstaben in der Okonomik als hinderlich erweist, wird ersatzweise auf einfache und
kalligraphische Symbole zuriickgegriffen, J = #{I} bzw. I = %~'{J} oder auch I(r) o J(s) bzw.
J(s) o I(2). .

3 Fiir eine bessere Veranschaulichung wihle (5(2(5) -X(s) = (5((:) — K(0)/s — K(s) + K(0)/s). Zu den
Grundschaltungsanen und der Umformung von Blockschaltbildern siehe Rosenberg, Karnopp (1983, S. 144 ff.)

5Gilt K () = K(t) fiir alle ¢ = 0, dann lautet die zur, Annahme (1.5) gehﬁrende LAPLACE-Transformierte

sK(s) — K(0) = Be" T [K(s) — K(s)] + ae'Tl’[ﬂC(s) + f K(r)e'"dt] — 08X (s).
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Abb. 1: Strukturbild des Totzeitsy:s'tems gemdifs (2.4). Das Strukturbild fiir das behandelte System mit
der Totzeit T veranschaulicht insbesondere die enthaltene Riickkopplung und fithrt unmittelbar zu (2.5).

Die inverse LAPLACE-Transformation dieser Gleichung liefert unter Beriicksichtigung der Diffe-
rentiationsregel (A.6a) & ~“HsXK(s) — K(0)} = K sowie des Verschiebungssatzes (A.12)7 die

. in(1.7) festgehaltende Differenzendifferentialgleichung.

Die Losung von (1.7) wird nun anhand der inversen LAPLACE-Transformation von (2.5) érmit-
telt. Dabei erfolgt die inverse LAPLACE-Transformation von (2.5) hier nicht durch eine Partial-
bruchzerlegung?®, sondern durch Reihenentwicklung des Ausdrucks 1/(1 + R(s)e~7%). Setzt

man g = —R(s)e~T*, dann beschreibt 1/(1 + R(s)e~7%) die Summe einer unendlichen
geometrischen Reihe (sofern |g| < 1),° '
Rt PR Bk G V& LT 1
1—-q — 1+ R(s)e~Ts nso00 1+ R(s)e"Ts’
Damit I8t sich (2.5) umschreiben in : '
@7 K(s) = R(s)e T K(s) [1 = R(s) e T + R2:(s) e™2T* — + -]

+K©0)/s[1 = R(s)e ™ + R¥(s) e 2T — + -]
oder #quivalent '
(2.8) [XK(s) - K(0)/s] = [R(s) el — R2(s)e 215 + — o] [gk‘(s) = K(0)/s].

Demnach ist die eindeutige Beziehung zwischen der EingangsgréBe E&(s) = [ffC(s) - K(0) /s]
und der AusgangsgréBe A(s) := [IK (s) — K@)/ s] im Bildbereich gegeben durch die iiberaus
einfache Gleichung!? : ' ‘

2.9) A(s) = S(s)E(s)

mit der Ubertragungsfunktion §(s) = [.’R(s) e TS — R:(s)e™T + — ... ], vgl. die Ab-
bildung 2.""' Die Riicktransformation in den Zeitbereich entsprechend der Faltungsregel (A.7)
liefert mit E(s) oo E(t) = K(t) — K(0) und A(s) eo A(t) = K(t) — K(0) die Beziehung

t t
(2.100 - AR =G E(t) = f G(t — ©)E(t)dr = / G()E(t — t)dr,
' 0 0

7 Besitzt das System keine Vorgeschichte, d.h. f(r) = K(t) — K(r) = f()H (t) oder dquivalent f(1) =0 fir
alle ¢ < 0, dann erfiillt die um a nach rechts verschobene Funktion f die Bedingung f(t—a) = f(t—a)H(t—a),
so daB sich der Verschiebungssatz (A.12) anwenden 148t, . '{e~* F(s)} = f(t — a)H(t - a).

8 vgl. Anhang H1.

® Fiir geniigend groBes s gilt |g] = |R(s)e"T*| = |B/s| - [e~T*| < 1.

10 Wie Follinger (1990, S. 110) anmerkt, ist dieser Zusammenhang im Bildbereich immer gegeben, unabhingig
davon, wie verschiedenartig und kompliziert die Funktionalbeziehungen im Zeitbereich sind.
11 Zu den verwendeten Begriffen vgl. Follinger (1994, S. 2 ff.).



wobei G(t) die Gewichtsfunktion bezeichnet, die sich aus G(s) e G(#) ergibt. Man beachte,
daB der Wert der Ausgangsgréfe A(f) zum Zeitpunkt ¢ nicht nur von dem gleichzeitigen Wert
der EingangsgroBe E(¢) abhingt, sondern auch von den friiheren Werten E(t—7) mit0 < 7 < ¢.
Allerdings werden die frilheren Werté mit unterschiedlichen Gewichten G(t) versehen.!? Da
das System auf jede Eingangsfunktion mit einer bestimmten Ausgangsfunktion antwortet — d.h.

@{E}, wobei der Operator ¢ auch als Ubertragungsglied bezeichnet wird —, kann die
Gewnchtsfunktlon G(t) als Geddchtnis'> des Ubertragungsgliedes interpertiert werden, so daB
man eine anschauliche Deutung des Faltungsintegrals (2.10) erhalt.!

P
2 - &
P
v & & e s
‘%4\ 0\0 \&, < oY . . \éo
L & F & ke &
A‘l— S %n,_____ge_:____l <
£ ¢ X-X, B 0% e=Ts |1l 1/s : 4
- T e —_— —_ —_— = = g |
RiickfithrgréBe (Istwert) MeBeinrichtung (nicht benotigt)

Abb. 2: Strukturbild des Totzeitsystems gemdfl (2.8) Ohne die explizite Beriicksichtigung des ur-
spriinglichen Kapitalstocks K (0) ergibt sich eine modifizierte Darstellung zur Abbildung 1, die (2.8) bzw.
(2.9) widerspiegelt.

Nach (2.8) muB die gliedweise Riicktransformation Summanden der Form

@.11) - R*(s)e"T[K(s) — K(©)/s] mit n=1,2,...

behandeln, wobei sich nachfolgende Regeln der inversen LAPLACE-Transformation ausnutzen
lassen..

1. Exponentialfunktion (A.4): R(s) = B/seo R(t) =B und K(0)/s e K(0)
2. n-fache Faltung entsprechend Regel (A.4):

tn--l

RU(s) = /5" 00 Q6 m) = () x RO - #R(O) = ' )

3. Verschiebungsregel (A.12): e~"T*[X(s) — K(0)/s] oo [K(t — nT) — K(0)]H(z — nT)

12 Ein kontinuierliches System heiBt genau dann kausal, wenn der Verlauf des Ausgangssignals A(f) zu jedem
Zeitpunkt 1, nur vom Verlauf des entsprechenden Eingangssignals E(t) bis zu diesem Zeitpunkt ¢, abhingt.

13 Das betreffende System heiBt geddchtnislos, wenn das Ausgangssignal A zu jedem Zeitpunkt nur vom Eingangs-
signal E zum selben Zeitpunkt abhiingt, also nicht von vergangenen Werten von E.

" ¥4 Falls die Eingangsgrofe £(s) konstant und gleich 1 ist, folgt &(s) eo E(f) = 8(t), wobei die Diracsche 5-
Funktion den Einheitsimpuls beschreibt; sieche Abbildung 9 im Anhang I. Gleichung (2.10) liefert nun A(r) =
G(2) % 8(t) = G(t), und G(¢) wird aus diesem Grund auch als Impulsantwort bezeichnet.

Gilt dagegen fiir die EingangsgroBe &£(s) = 1/s, dann liefert (2.10) A(f) = G(f) * E(1) = G(t) * H(2),
wobei die Heaviside-Funktion H(t) einen Einheitssprung zom Zeitpunkt 0 bezeichnet. In diesem Fall spricht man
bei G(t)* H(r) von der Sprungantwort des Ubertragungsgliedes. Vgl. hierzu Abbildung 8 im Anhang I.

Die Faltung besitzt aulerdem die Eigenschaften der Assoziativitit (A.2b) und der sttnbutmtat (A2c). Eine
Interpretation der Sprunganworten liefert Unbehauen (1993, S. 27).



Unter Beachtung der wechselnden Vorzeichen 48t sich nun eine komprimierte Losung der inver-
sen LAPLACE-Transformation X(s) o K(#) angeben als

(2.12) (K@) — KO)] =Y (=1)"'Q,(5; n) * [R(t — nT) — K(0)]H(¢t — nT)

n=1

Insbesondere fiir die ersten Perioden folgt

K(1) = K(0) fir 0St<T

K(t)=K©)+p*[K(t—T)— KO)]H(-T) | fir TSt<2T

K(t)=K©)+Bx[R@t—T)— K(O)]H({t-T) |
L= th* [K(t—2T) - K(©)]H(t - 2T) fir 2T <t <3T

Erwartungsgema8 héngt der Zeltpfad fiir den Kapitalstock K (t) von dem Anfangswert K(0) und
dem Zeltpfad fiir den optimalen Kapltalstock K (t) ab.

2.2 Vorgabe optimaler Pfade fiir den Kapitalstock
2.2.1 Der Fall eines konstanten optimalen Kapitalstocks

Um eine explizite Losung angeben zu konnen, wird nun der Spezialfall eines konstanten optima-
len Kapitalstocks K (1) = C mit .’K(s) C/s untersucht. Da das System keine Vergangen-
heit besitzt, also K (t) = K(t) fiir alle r < O gilt, liefert die Annahme K (1) = C fiiralle ¢
und insbesondere K (0) = C entsprechend (2.8)

X(s) = C/s —~ K(@)=C

Also stimmt der aktuelle Kapitalstock zu jedem Zeltpunkt ¢t mit dem optlmalen Kapitalstock
iiberein, K@) = K () = C, und bis auf die Ersatzinvestitionen werden keine Investitionen
getdtigt, Ij(1) = -

Aus diesem Grund wird nun angenommen, daB derop- K (1)

timale Kapitalstock K zum Zeitpunkt ¢ = 0 auf einen

neuen Wert C 7 K(0) springt. Die Summanden aus ' / \ : AN
(2.11) lauten nun wegen fK.'(s) =C/s =TT K"'PA“ k.:;

fR"(s)e""T’[C —K©@]/s mit n=1,2,...

In diesem Fall bietet sich die einfachere Rucktransfor-

mation ‘
‘ 0 T 21
R(s) - -
— ° TS = sz e T : Abb. 3: Zeitpfad des Kapitalstocks
.
o Qy(t; n) = ﬂ"( "T) H(t—nT)



an. Setzt man A C — K(0), dann ergibt snch die folgende in der Abb. 3 dargestellte Losung
fiir die ersten Perioden!’

K@) = K(0) ’ fir 05t<T

K@) =K©O0)+AB(t—T) fir TSt<2T
— 2

K(@t)=K©O)+A[pet—T)— 6 Qﬂ] fir 27 <¢<3T

2!
(t-27)?2 (t=37)3
e

K@) =K@O0)+A[Bt-T) - fir 37 <t <d4T

Man beachte, daB die Stetigkeit des Zeitpfades fiir den Kapltalstock an den Intervallgrenzen ge-
wihrleistet ist.

Auch die in der FuBnote 6 angegebene LAPLACE-Transfonmerte 148t sich nun behandeln Denn
mit T=T) =7, und K(t) = K(0) fiirallet < 0bzw. K(t) = C fiir alle ¢ > O folgt

sK(s) — K(0) = ﬂe-“[C/s—:K(s)]+ae—“[x(s)+ f K(0)e™**dz] — 8K(s).

Die Berechnung des Integrals f-r e %dr = —(1/s)(1 — e*T) fiihrt zu

(s+3+ (B—08)e )X (s) = ée'T‘C + K(0) + 3~ T* K (0)(—1/s)(1 — &)
Ee—Ts ‘ 1-— Q(e—TS -1)- ‘
= XK(@s)= g — C + 5 K(0).

s+0+ (B—0)eTs s+08+ (B—0)eTs

Analog zum bisherigen Vorgehen wird nun R(s) = (8 — 6) (s+08) gesetzt, so daB dhnlich zu
(2.5) folgt

~Ts 1

, 8 8 (am
% (s) = —CH0 ¢ c 8~ 5610 © -1

= + = K(©
14+ R(s)e~Ts 14+ R(s)e~Ts ©
_——— - + -
1+ R(s)eTs 1+ R(s)e~Ts
In dem Spezialfall =08 mit R(s) =0 liefertdic K()
Riicktransformation mit A = C — K(0) Lo do ko do
_ 1 —Ts 1
UC(s)—s(s+ﬂ)e ﬂA+SK(O) -
o K(t) = BA(l —e P"TYH(t - T) + K(0) /Ll L] L]
- Der zugehorige Zeitpfad des Kapitalstocks wird in der
Abb. 4 dargestellt. Dagegen gilt fir 8 # 8 und ge-
niigend groBes s wie zuvor die Reihenentwicklung
1 I T v 0 T 2T
T Rt 1T ROTTARANETE = pp 4: Zeitpfad des Kapitalstocks

15 Zur Kontrolle kann beispielsweise K (¢) fiir 1 = 3,5 T in (1.7) eingesetzt werden,
KG3.5T)+ BK(Q2,5T) = BRQ2,5T)

2 2 .
A[ﬁ— 2 GB.ST-2T)+ 3‘1 (3,57 -3T)*] + B[K(0)+ AIB22,5T - T) - —2-(2,57'-2:)21] = fC.

Diese Aussage ist wahr, denn es gllt AB = BC - BK(0).
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Bereits an dieser Stelle wird deutlich, daiB zwischen den Fillen 8 > 0 < 5€(s) >0 und
B <8 < R(s) <0 zuunterscheiden ist. Explizit muB also die Gleichung

~2 .
K(s) = [ 1 e TS _ R(s) RS ars lﬂ e=3Ts _ 4 :l [gc — 6K(O)]

s(s + 0) s(s+0) s(s+0)
+ I:l _R© e Ts 4 :R;_(s_)e—m —+ ] K(0)
s s )

riicktransformiert werden. Der erste Klammerausdruck 148t sich unter Beriicksichtigung von

j'zn-l(s) e—nTs ‘_ B a)n- e—nTs — :R (S) -nTs 1
s(s +8) T s(s+06)" s B—0d

'Cb

umschreiben in

ji(s) e T — 522(5.) e—2Ts + iS(s) e—3TS —_ L
s s s B—4a

Demnach gilt auch

' P(c) H2 R3 - .
K(s) — TK(©) = [@;ﬁ - R on KO ey ] [Lﬁf’f{é@ - K(O):I

MATHEMATICA liefert fiir die inverse LAPLACE-Transformation der einzelnen Summanden

R"(S) e-nTs . (B—=0)" 9)"
s T s(s+ )"

1"(n 0,93(t — nT))

—nTs oo — \n
-, Ru(in) = (B8 I

H(t—nT).

Da n ganzzahlig ist, gilt fiir die von Euler eingefiihrté Gamma-Funktion I'(n) = (n —1)!, so
daB Q3(¢; n) umgeschrieben werden kann zu

ot
2.13) - Qa(t;n) = (‘B— H(t = nT) " le .
0"(n— 1)! 0
' s k() :
MATHEMATICA bewiltigt die Losung des Integrals zwar
problemlos, aber fiir die Kontrolle per Hand erweist es ’,-:‘—""" ‘
sich als giinstiger, bei der Transformatlon auf (A 16) <
zuriickzugreifen. ' /
Setzt man zur Vereinfachung
BC — 0K (0) »
A="—ro0———_K(0O

| Fms <O » R

und §n = 08(t — nT), 0 T 2T 3T - 4T

so resultiert fiir die ersten Perioden folgender Zeitpfad ~ Abb. 5: Zeitpfad des Kapitalstocks
des Kapitalstocks ' :



K@) = K(0) _ : fir 05¢t<T

K(t)=K(0)+ é@(l —e7¥) - fir TSt<2T
K(t) = K(©0) + %‘a)(l —e7¥) — %;6)2[1 —ef2(5+1)] fir 2T Sr<3T
k() =K©) + Lﬂ{—al(l —eh) - A—(ﬁb—zalz[l Bt D]

+ MP —e™8(E + 26 +2)] | fir 3T St<4T

283

Dabei sind die auftretenden &), &; und &3 nichtnegativ, und die Stetigkeit des Zeitpfades fiir den
Kapitalstock an den Intervallgrenzen resultiert aus &, =0 fiir ¢ =nT.

Anmerkungen zur Stabilitiit der Losung: Da n eine positive ganze Zahl bezeichnet, darf von
dem Grenziibergang tl_l)lgo I'n,0,0t) =T (n) = (n—1)! auf tl_lglo Qs(t;n) = (B—0)"/8"
geschlossen werden. Wenn jedes einzelne Q23(#; n) diesen Grenzwert aufweist, dann muB auch

lim K(6) = K(©0)+ A[(B—8)/8— (8- 0)*/8 + (B—8)°/8> -+ -- ]

erfiillt sein. Da neben 7 auch n gegen unendlich strebt, ergibt sich fiir 8 — 0 < 0 der Grenzwert
lim lim Q3(z; n) =0 und fiir die unendliche geometrische Reihe folgt!®

n=>00 I->00

A A
c- 28

fin K0 =C-—5—5=c=p.

1+ 3
Also wird der optimale Kapitalstock C langfristig nicht ganz erreicht, wenn die Abschreibungs-
rate O positiv ist. Der Fall .8 = 3 ist in Abb. 4 beschrieben worden. Demnach gilt dort
tl_i’r&K(t)=C—A. "

Dagegen impliziert 8 — 0 > 8 den uneigentlichen Grenzwert r1_1’1{.10 Q3(t; n) = oco. Da jedes

einzelne Q3(t; n) divergiert, resultiert fiir den Zeitpfad K () eine Art divergierender Schwingun-
gen.

16 Ein kontinuierliches System heiBt genau dann’ stabil, wenn jedes beschriinkte zulissige Eingangssignal E(¢) ein
ebenfalls beschrinktes Ausgangssignal A (r) fir simtliche r-Werte zur Folge hat. Vgl. Unbehauen (1993, S. 12).
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2.2.2 Der Fall eines linear steigenden optima!en Kapitalstocks

Wird statt eines konstanten optimaleh Kapitalstocks k()

~ ~ L~
K(?) die lineare Funktion K(t) = K(0)+at vorge- ¢///«/
geben, so liefert die LAPLACE-Transformation , ' /_4’;
A ~ . . ///
K(t) oo X(s) = K(0)/s + a/s>. T
Die Summanden aus (2.11) lauten nun
R*(s)e~"T* [K(0)/s + a/s® — K(0)/s]
| _R) —— 0 T 2T
52 ’ Abb. 6: Zeitpfad des Kapitalstocks
wobei die inverse LAPLACE-Transfonnation
aiR"(s) —nT: Olﬂ e T, (t—nT)'H-]
s—ze”sA 2 “s”“ﬂnwfl(f nT)
ergibt. In diesem Féll lautet die allgemeine Losung
K(@©
K@) = 22 +Z( g
n+1 n nT)n+l -
.o K(r) = K(OH;( -1)"lap —( Ty He—nD
d.h. fiir die ersten Perioden .
K@) = K(0) ' fir 05¢t<T
T)2 .
K(1) = K(0) + ,B fir TSt <2T
2 (f—9T\3
K@) = K©) +a[p L 2'T) gl 32'T-) ] fir 2T St<3T
2 a3 2Ty i
K0 = K© +a[p & Z,T) -p 32,T) +p 43,T) ] fir 37 S1<4T

Auch hier ist die Stetigkeit des Zentpfades fiir den Kapitalstock an den Intervallgrenzen gewihr-
leistet.
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2.3 Behandlung einer alternativen Investitionsfunktion

Im folgenden wird eine zu (1.4) alternative Investitionsfunktion vorgeschlagen. Obwohl dadurch
eine kompliziertere Differenzendifferentialgleichung resultiert, unterscheidet sich die Behand-
lung des Problems nach der LAPLACE-Transformation in den Bildbereich nur unwesentlich von
dem bisher untersuchten Totzeitsystem.

Fiir das Investitionsverhalten wird nun unterstellt, da sich die Anderung der Investitionen pro-
portional zur Differenz K (t) — K (¢) verhilt,'”

im0 = B(R@) - K@),

wobei B als konstant vorausgesetzt wird. Demnach nehmen die Investitionen zu, ’ig @ >0,
" wenn der optimale Kapitalstock K(#) groBer ist als der aktuelle Kapitalstock X (), et vice versa.
Also ergeben sich die Nettoinvestitionen zum Zeitpunkt ¢ aus

(2.14)‘ @) = ﬂf‘ (R(r) — K(r))dr mit 8 = konstant.
0

Insbesondere wenn der aktuelle Kapitalstock bis zum Zeitpunkt ¢ mit dem optimalen Kapitalstock |
iibereinstimmt, d.h. Ij(r) = 0 firalle v = ¢, ‘werden auBer den _Ersatzinvestitionen keine

weiteren Investitionen getitigt, Ij(z) = 0.
Statt (2.3) liefert die LAPLACE-Transformation der Gleichung (2.14) gemiB (A.8) nun,

215 2(s) = g (K (s) = K(s)).-

Analog zu (2.4) ist man wiederum in der Lage, aus den Gleichungen (2.2), (2.1) und (2.15)
" eine einzige Gleichung herzuleiten, die die interessierende Grofe X in Abhéngigkeit von dem
vorgegebenen Sollverlauf & beschreibt.

@16 K) = G (&)~ %) + 22

Dagegen bleibt (2.5) unverindert bis auf die Tatsache, daB nun

R(s) = B/s*

gesetzt wird. Bevor auf die leicht modifizierte Gleichung (2.5) eingegangen wird, kann (2.16)
aus dem Bildbereich riicktransformiert werden. Die Multiplikation von (2.16) mit s liefert

(2.17) 2K (s) — sK(0) = Be~TK(s) — BT K (s).
Sofern das System keine Vorgeschichte besitzt, d.h., es gilt K@) = K@) firaller =0,

darf von i{,‘(O) =0, Ij(0) =0 und K@©) =0 ausgegangen werden. Also generiert die .

_ inverse LAPLACE-Transformation X(s) e~ K(#) in bezug auf (2.17) unter Beriicksichtigung
der Differentiationsregel (A.6b) - ~'{s*X(s) — sK (0)} = K sowie des Verschiebungssatzes
(A.12) folgende Differenzendifferentialgleichung,'®

(2.18) K@)+ BK(t—T)H@—T)=BK(t - T)H@ - T).

17 Ein #hnliches Beispiel ist Follinger (1990, S. 95-102) zu entnehmen. Dort wird eine Temperaturregelung be-

schrieben, wobei der Transport des warmen Wassers vom Heizkessel zum Heizkorper eine gewisse Transportzeit

(Totzeit) in Anspruch nimmt. Darliber hinaus wird die Ventilstellung am Heizkessel von einem Motor gesteuert,
der auf die Differenz zwischen der Raumtemperatur und der Solltemperatur reagiert.
18 Ohne Totzeit resultiert eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, die im Anhang II behandelt wird.
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Fiir die Berechnung der Lésung wird (2.18) in den Bildbereich transformiert (LAPLACE-
" Transformation), so daB (2.16) resultiert. AnschlieBend wird versucht, die zu (2.16) &quivalente
Gleichung (2.5) zuriickzutransformieren (inverse LAPLACE-Transformation).

Die inverse LAPLACE-Transformation % (s) o K(t) von (2.8) muB lediglich dfe modifizier-
te Definition von .’R(s) beriicksichtigen. Alle iibrigen Schritte im AnschluB an (2.11) bleiben
erhalten.

1. Riicktransformation: R(s) = B/st e R(t) = pt

'ﬂn ﬂ” t2n+1

2. Fﬂ@ngsregel (A.2b): R*(s) = 7 & Cn=1)!

Die Losung der inversen LAPLACE-Transformation ergibt sich analog zu (2.12). Allerdings muf3
man sich nun bei der Darstellung fiir die ersten Perioden mit der Faltung begniigen.

K(t) = K(0) , : fir 05t<T
K®)=K©O)+pP+[K¢-T)-KO)]H¢-T) fir T<t<2T
K(t)= K@)+ B x[K(t—T)— KQ)]H(t-T) '
: 2
ﬁ ’5 — % [K(t— 2T) — K(O)]H(t—- 2T) . fir 2T<t<3T

Wie im ersten Beispiel wird im folgenden die Annah-  K(1)

me eines konstanten optimalen Kapitalstocks K (r) = TN
C untersucht, wobei der optimale Kapitalstock K

zum Zeitpunkt ¢ = 0 auf einen neuen Wert C # K(0) \
springt.!® Bei der inversen LAPLACE-Transformation
X(s) o K(t) der Gleichung (2.8) ist auBer den be-
reits angegebenen Schritten die modifizierte Defini-
tion von R(s) zu beriicksichtigen. Setzt man erneut
A= C— K(0), so ergibt sich nun

0 T 2T
AR enTs _ BB _nrs | Abb. 7: Zeitpfad des Kapitalstocks
s s2n+1 . . .
At —nT)?>
@ H(t—nT).
Zusammenfassend liefert (2.8)
:K( ) = K(O) +Z( l)n-HRn(S)e-nTsA

ﬁ" - nT)Zn

2! H(t—nT)

—~ KO =KO+4a) (-

n=1

19 Im Beispiel von Follinger (1990) zur Regelung der Raumtemperatur wird eine neue konstante Solltemperatur
eingestellt. .
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Also wird der Zeitpfad des Kapitalstocks durch folgende Polynome beschrieben:

CKO=K©O) | fidr
2
K@= KO +apL > fiir
2 o2
K(:)_K(0)+Aﬂ[(' 4T) @ ;T)] fiir
2 - 2 - 2
K(t)—K(0)+Aﬁ[ LA 83!’“] fir

ist.

14

0=:<T
T=Zt<2T

2T <t < 3T

3T <t<4T

SchlieBlich bleibt zu erwihnen, daB der Zeitpfad des Kapitalstocks an den Intervallgrenzen stetig
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Anhang I: Regeln der LAPLACE-Transformation

Ist die Funktion f(¢) fiir alle 1 = 0 definiert, dann lautet ihr LAPLACE-Integral

f oo e~ f()de.
0

Falls-dieses Integral fiir ein s € R konvergiert, dann gibt es eine Zahl o, so daB das Integral
fiir alle s > o konvergiert. Im Fall 0 = s kann sowohl Konvergenz als Divergenz stattfinden.
Der Konvergenzbereich K¢ summt also mit einer -der beiden Halbgeraden o, oo[ oder ]o, oo[
iiberein.?® Setzt man

F(s) = / c,oe“‘ f@dt  (seKy),
0

dann heift die auf Ky definierte Funktion F die LAPLACE-Transformierte von f, die auch mit
Z{f} oder Z{f(t)} bezeichnet wird. Analog heifit die Abbildung, die jeder Funktion f ihre
LAPLACE-Transformierte zuordnet, LAPLACE-Transformation.

Die Zuordnung der Bildfunktion F = Z{f} zu einer Originalfunktion f wird hiufig auch
durch f(¢) oo F(s) bezeichnet. Dementsprechend beschreibt f = £~ 1{F } oder auch
F(s) oo f(t) die inverse LAPLACE-Transformation.

Im Umgang mit der LAPLACE-Transformation sind zwei Funk-
tionen unentbehrlich. Zum einen wird durch die Heaviside- H(t —a),
Funktion

. 1 —_—
H() = 0 fiir t<0 :
1. fir £20. :
T t [
der Einheitssprung definiert. Damit 148t sich auch eine Verschie- 0 a
bung um den Zeitraum a realisieren, Abb. 8: Emheltssprung zum
< _ Zeitpunkt { = a
H(t—a) = 0 fir t<a
1 fir r2a.
Zum anderen ist die Diracsche 8-Funktion von grofier Bedeu-
tung.’ Sie ,definiert* den Einheitsimpuls durch die unerfiillbare re()s
Forderung, fiir alle # # 0 zu verschwinden und an der Stelle :
t = 0 so stark unendlich zu sein, daB gilt f +oo é()dt = 1. 1/¢ -

Eine approximative Darstellung der §-Funktion erglbt sich aus
der nebenstehenden Abbildung mit der Rechteckfunktion r, ()
fiir ¢ — 0. Sofern man bereit ist, die Diracsche §-Funktion zu 0 €
akzeptieren, ergeben sich folgende Bezxehungen zur Heaviside-

Funktion,

Abb. 9: Approximative Dar-
! ; llung des Einheitsimpuls
H() = f C8(dr und ()= HG) stellung p
-0

SchlieBlich heiBt

. ) !
A1) (f % £)(0) = fo F(D)g(t = t)de

2 Vgl. Heuser (1989, S. 187-200), sowie Bronstein, Semendjajew (1996).
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die Faltung oder Konvolution der beiden Funktionen f und g. Fiir die Faltung gelten folgende
Gesetze, '

(A.2a) fixfh=f*h Kommutativgesetz,

(A.2b) (fix 2)* fa= fix(fax f3) Assoziativgesetz,
(A.20) it RDrxfi=h*xfa+ axfi Distributivgesetz.

Fiir die LAPLACE-Transformation lassen sich einige Grundregeln angeben.
Regel 1 (Linearitit): Fir s€ KN K, und a,beR gilt

(A3) Zlaf +bg) = aZ{f) +bZ{g) bzw. af + bg oeaF +bG.

Regel 2 (Exponentialfunktion): Fir n=0,1,... und s € Ky hatman
: " 1

Regel 3 (Differentiation): Ist die Funktion f vom Typ C" mit n = 1, dann gilt fiir alle sek r
mit F:=Z{f}, '

(A.5) Z{f™} (5) =s"F(s) — 5" £(0) = 52 £/(0)— - —F"~1(0)
Damit sind insbesondere die nachstehenden Spezialfille erfaft.

(A.6a) 2{5'} (s) = sF(s) — £(0)

(A.6b) 2{f"} ) =s*F(s) — sf(0) — f'(0)

Regel 4 (Faltung): Firalle se Ky N K, gilt
(A.D) ZL{fxg}=2L{f}1 L{g}] bzw. fxgoeF.G
Die LAPLACE-Transformation der Heaviside-Funkion

. —as

.9{H(z-a)}=i°—s— fir aeR

liefert fiir a = 0 einen Spezialfall der Faltung (A.7)

t t
(A.8) f@)x H(t) oe F(s)/s mit f(2)* H(1) =f f(H( - 1)dr = / f(r)dr
0 ~ 0
Dagegen liefert die LAPLACE-Transformation der Diracschen §-Funktion
(A.9) Z{ft—a)=e* mit a20, Vs>0
~ und insbesondere .‘Z{a(t)] = 1. Ein weiterer Spezialfall der Faltung (A.7) lautet
(A.10) - f@®xé(¢t—a)= f(t—a)H(t - a) mit a > 0,

wobei sich fiir a — 0 die Beziehung f(¢) % 8(t) = f(¢) ergibt.2!

21 Die Diracsche &-Funktion spielt in bezug auf die Faltung die gleiche Rolle, wie die Eins béi der Multiplikation.
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Fiir die weiteren Rechenregeln wird f(¢) o F(s) vorausgesetzt.

(A.11) e~ f(t) oo F(s+a) ‘ Dimpfungssatz
(A.12) f(t—a)H(t—a) oe e F(s) aeR - Verschiebungssatz
(A.13) f(at) o-e %F(s/a) a>0 Ahnlichkeitssatz
(A.14) P f(t) oe (~1"F®(s) n=1,2,... Multiplikationssatz

Fiir die angefiihrten Beispiele sind zwei inverse LAPLACE-Transformationen von Bedeutung, die

Prudnikov, Brychkov, Marichev (1992) entnommen sind. Auf Seite 11 findet man fiir R(u +

V<0, Rp>0,Rp>—-Ra und u,v+#0,1,2,...
—p—v-1

, F(—p—v)

Dabei enthilt die Funktion f fiir den Zeitbereich zwei Funktionen, deren Kenntnis fiir den Um-

gang mit MATHEMATICA unumgénglich sind.

Die Gamma-Funktion hat Euler zur Interpolation der Fakultit eingefiihrt,

o0
I'(z) = f #le~'dr,
0

und sie geniigt der Funktionalgleichung I'(z+1) = zI'(z). Insbesondere fir n=1,2,... er-
hdltman I'(n) = (n—1)!. Dariiber hinaus enthilt (2.13) eine unvollstindige Gamma-Funktion

A15)  F@=s'(s+a) e f(5) = Fi(=v, = — v, —at).

I'(z,a,b) = [ rle7ldr.

Die zweite Funktion in (A.15) wird die Kummersche konfluente hypergeomemsche Funktion
genannt, deren Reihenentwicklung gegeben ist durch

(a) 2

1Fi(a, b, 2) = Z Nonk

Dabei sind (n)y=n(n+1)--(n+k-1) und speznell (no=1 zu setzen. Die Funktion

\Fia, b, z) ist eine Losung der Kummerschen Differentialgleichung z-y”(z) + (b— z) -y'(2) -
a-y(z) =0, und eine Integraldarstellung lautet

I'(b)
r'tb—a)-T'@) Jy
Die Bessel-, Fehler-, Gamma-, Hérmite- und Laguerre-Funktionen sind Spezialfille von F).

Die Kummersche Funktion {Fj(a, b, z) geht aus der hypergeometrischen Funktion F(a, c; b, 2)
hervor, wenn z durch z/c ersetzt und der Grenziibergang ¢ — oo vorgenommen wird.

Prudnikov, Brychkov, Marichev (1992, S. 12) geben fir n = 1,2,....m—1, ®p > 0 und
Rp > Ra einen Spezialfall von (A.15) an. ' '

1
1Fi(a, b, 2) = =1 (1 — nb-a-lgy,

. n=mep, _ )" oo n (m—2)la'—m
(A16) &"(p—a)™" oo (—1)' o n—l)'(n—-l)'
m—n—1
(n—m+ 1) m+l)k et A—nme
[g KC—my Zk'(z i tk)]

Wihrend MATHEMATICA auch fiir hohere 1 und v in der Lage ist (A 15) zu 16sen, ist (A.16) bei
Rechnungen mit der Hand eindeutig vorzuziehen.
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Anhang II: Losung ohne Totzeit

Sofern keine Totzeit vorliegt (T = 0), geht die Differenzendifferentialgleichung (2.18) in folgen-
de Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten iiber

A1) . K@)+ 8K () + BK (1) = BK().

Fiir einen konstanten optimalen Kapitalstock K(t) = C liefert die LAPLACE-Transformation
K (s) — sK(0) — K(0) + 8[sX(s) — K(O)] + pX(s) = ﬁTC

Gilt wie zuvor K (0) = 0; so folgt

BC (s+9)K(0)
s(s2+0s+p8)  s2+4+8s+8°

(A2) S X(s) =

Die Nullstellen der charakteristischen Gleichung s2 +8s+ =0 sind gegeben durch
a2 =-0/2+ wy mit wp = /062/4—B.

Nun kann fiir
BC (s +9)X(0)
X@s) = .
® S—a))(s—a)  (s—a))(s—op)
=H (5) A =Ha(s)

eine Partialbruchzerlegung vorgenommen werden. Man erhilt unter Beachtung von o = 8
und o) — a2 = 2w .

H(s) =2 4 —— 4 -2
s S—a Ss—ap
wobei
_ BC _ BC _ )
0= (s—a)(s—a2)ls=0" aja; =¢
= ——ﬁc— = ﬂc = BC
. 8(s — a3) ls=a; ay(a; —an) 12wy
Y - - BC ___kC
2 (s — ap) ls=a, T oap(a) — @) 2w
Analog gilt
Ha(s) = —2— 4 —2
§— §— 02
wobei

L GEOKO  _ @+KO) _ 1+ OKO)

(s —ag) ls=a o] — 03 . 2w
L _G+OKO)|  __(@+3KO) __(@+8)KO)
‘ (s —a2) ls=ay o) —a 2wg

18
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Damit 148t sich das Ergebnis

(A.3) X(s) = Hy(s) + Ha(s)
C+ﬂC[ 1 1 ] K(O)[a1‘+6_a2+6]

2 lei(s—1) a(s—a) ] 2w [s—a s—e

in den Zeitbereich riicktransformieren.

(A) K(r)-c+£[—— “"—ie"z‘] o2 [ + B3 — (o + 8]
wo | @ 45)

1. Fall: Gilt auBerdem B < 82/4, dann sind @ und & von- ,
einander verschieden, reell und negativ. Der Kapitalstock K(1) k() A

startet fiir f = O bei K(0), denn ct '
L BC[a-a], KO /
i)
K(0) = 2w [ P ] S [(@1+8) —(2+8)] ko .
' C|-2 K@© .
—c+ fw [ ﬂ“"’] Do) = k) 0
| 0 Abb. 10: Aperiodischer Fall
und er wird vollstindig an den optimalen Kapitalstock C ange- '
paBt,

lim K(#)=C
1—00

‘wobei sich die Anpassung ohne Schwingungen vollzieht.

2. Fall: Fir B > 8/4 sind &) und o, konjugiert komplexe Zahlen,?2 d.h. «;; = —8/2%iw;
mit w; =/f—8/4. In(A.4)istdaher wp= zw1 zu setzen, so daf folgt

a3 KO =c+L ‘“”2"[1 et — Le—iw']
a] az

K(O) - J . ; o . —i
lel ©/2): [(_i + zwl)e""" _ (5 _ l,wl)e tw;t]

Da weiterhin oy = 8 erfiillt ist, kann der erste Ausdruck in eckigen Klammern umgeschrie-
ben werden in

iyt __ —iwt 1 ) . 3 . .
@€ ala";le — 'B' I:_g(em)lt - e—tw,t) _ iw| (elw]I + e—lwlr)]

B

2 Nur unter der Voraussetzung S > 82/4 besitzt der erste Summand in (A.2) die Struktur 1/{s[(s + ¥3) + ¥?1},
wobei y; =8-—0/2 und y, =08/2 und zu setzen sind.
Ein Blick in die Tabelle zur Riicktransformation gebrochen-mnonaler Bildfunktionen in Bronstem Semendjajew
(1996, S. 204 fi.), zeigt, daB die Losung folgende Struktur enthalten wird.

1 - Y2 .
et n
T [ (s o)

Der zweite Summand in (A.2) kann analog behandelt werden, indem man unter s/[(s+y3)+¥;] und 1/[(s+
¥2) +¥?] nachschlgt.

= —l [g 2i sinw|t+ 2iw| C'OS a)lt] .
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Analog erhilt man fiir den zweiten Ausdruck von (A.S) in eckigen Klammer

é(eiam _ e—im.t) +im (eiwu + e—iwlt) = gzi sin w11 + w;2i cos w;t.

2
Durch Substitution der Ergebnisse resultiert der Zeitpfad fiir den Kapitalstock
K@)=C- a)£ e /2 [g sin w? + w; cos wy t] + %O) e ©/2 [g sin wyt + wi cos a)lt] '
1 1

‘ 4]
= — =@/ | 2 o
=C+[K(0)—C]e [Zwl smcolt+cosw1t].

Schliellich wird eine Konstante ¢ mit 0 = ¢ < /2 gewihilt, fiir die
sin v s}

tan ¥ = =
v cosy 2w |

erfiillt ist. Wegen sin ¥ sin w? + cos ¥ cos w ? = cos(w; — ) bezeichnet

K(t)

K(t) = C + [K(0) — C]e~ @ cos(wyt — ¥).

eine dquivalente Darstellung fiir den Zeitpfad.
Wiederum wird der Kapitalstock K(z) vollstindig an
den optimalen Kapitalstock C angepabBt, tl_l)rgo K@) =
C, allerdings vollzieht sich die Anpassung nun in ab-
klingenden Schwingungen.
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