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Inhalt 
Wir diskutieren das Problem des effizienten Wachstums heterogener Kapitalstöcke in 
einer regionalen Ökonomie mit substitutionaler Produktionstechnologie und variablen 
Skalenerträgen. Wir zeigen, daß die Ökonomie einen von Neumannschen Expansionsp-
fad mit Turnpike-Charakter besitzt, wenn ihre Technologie homothetisch und {additiv) 
separabel hinsichtlich der Input- und Outputvariablen ist. Darüber hinaus weisen 
wir nach, daß diese Voraussetzungen bei Hicks-neutra.lem technischen Fortschritt 
lokal notwendige Bedingungen für die Existenz und die Turnpike-Eigenschaft des von 
Neumann-Pfades sind. 



1 Einführung 

Die formal-analytische Diskussion von Fragen des regionalen Wirtschaftswachstums unter 
dem Gesichtspunkt der Effizienz der intertemporalen Faktorallokation reicht bis in die 60er 
Jahre zurück. Seit dieser Zeit haben sich die kontrolltheoretischen Modelle vom sogenann-
ten Rahman-Typ als eine Art Standard für die Ermittlung von Strategien der Investitions-
politik mehrerer Regionen mit dem Ziel der Maximierung zukünftiger Gesamteinkommen 
herausgebildet (Rahman [21, 22), Intriligator [15), Takayama [25, 26)). Die optimalen Inve-
stitionspläne der sektoral aggregierten Rahman-Modelle besitzen 'bang-bang'-Charakter 
und sind somit dadurch gekennzeichnet, daß das gemeinsame Investitionsvolumen der 
einbezogenen Regionen in Zeitintervallen auf jeweils eine Region konzentriert wird. Da-
bei hängen die Zeitpunkte der Umlenkung der Investitionsströme von einer Region in 
eine andere von der Höhe der regionalen Investitionsquoten und Kapitalkoeffizienten . 
ab, aber auch vom Stellenwert der Transportkosten im Produktionsprozeß (Domazlicky 
[6]) und der Art der Modellierung des öffentlichen Sektors (Sakashita [23), Ohtsuki (20), 
Bagchi/Olsder/Strijbos [2); vgl. dazu auch Helpman/Pines [14)). Von der Einbeziehung 
weiterer Wachstumsziele neben der Zielsetzung der Maximierung zukünftiger Einkommen 
geht ebenfalls ein wesentlicher Einfluß auf die Abfolge aus, in denen die Investitionen 
den Regionen zugewiesen werden (Michel/Pestieau/Thisse [19), Friesz/Luque (11)). Das 
gleiche gilt bei einer Flexibilisierung der Kapitalkoeffizienten in den Regionen im Wege 
der Einführung neoklassicher Technologien (Datta-Chaudhuri [5), Fujita [13, Kap. 6)). 

Fujita [12) hat gezeigt, daß im Fall der Produktion mehrerer Güter in den Regionen 
ein von Neumann-Pfad des gleichschrittigen Wachstums der regionalen Kapitalstöcke mit 
maximaler Rate existiert, dem die effizienten Wachstumspfade während des größten Teils 
des Optimierungszeitraumes folgen. Aussagen dieser Form werden allgemein in der Theo-
rie mehrsektoraler Wachstumsmodelle als Turnpike-Theoreme bezeichnet, da dem von 
N eumannschen Expansionspfad in diesen Theoremen die Rolle einer Schnellstraße des 
Wachstums zufällt. (Einen Literaturüberblick gibt McKenzie [18).) Diese Ergebnisse be-
ruhen aus der Sicht der mikroökonomischen Produktionstheorie zentral auf der Annahme, 
daß die Menge der Produktionsmöglichkeiten einer Volkswirtschaft einen konvexen Kegel 
bildet. Damit ist aber insbesondere die Voraussetzung konstanter Skalenerträge verbun-
den, die vor allem unter regionalwirtschaftlichen Aspekten theoretisch und empirisch nicht 
befriedigt. 

Daher wollen wir in der vorliegenden Arbeit untersuchen, ob das Konzept des aus-
gewogenen Wachstums überhaupt eine Richtlinie für die Investitionspolitik schon einer 
einzelnen regionalen Ökonomie (Dorfinan (7)) sein kann, wenn diese Ökonomie ihre Out-
puts unter den Bedingungen nicht-konstanter Skalenerträge herstellt, die als (positive 
oder negative) Folgen der räumlichen Konzentration der Produktionsaktivitäten auftreten 
können. Diese Folgen wollen wir im weiteren kurz als Agglomerationseffekte bezeichnen. 
Da wir uns auf die Analyse der produktionstheoretischen Voraussetzungen des Turnpike-
Theorems in einer räumlichen Volkswirtschaft beschränken wollen, werden wir alle übrigen 
raumspezifischen Faktoren vernachlässigen. · 

Im einzelnen ist diese Arbeit wie folgt aufgebaut. Wir werden das Modell einer Region 
mit substitutionaler Produktionstechnologie vorstellen, die ihre Bestände an Realkapital 
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in einer zukünftigen Periode maximiert (Abschnitt 2). Anhand dieses Modells werden wir 
sodann den Fall des gleichschrittigen Wachstums der Kapitalstöcke allgemein charakte-
risieren (Abschnitt 3). Anschließend zeigen wir, daß es einen Turnpike-Expansionspfad 
der betrachteten Region gibt, wenn ihre Technologie sowohl im Hinblick auf die Inputs 
und Outputs (additiv) separabel als auch in bezug auf diese Variablen homothetisch ist 
(Abschnitt 4). Zuletzt weisen wir nach, daß die soeben genannten Bedingungen bei Hicks-
neutralem technischen Fortschritt gleichzeitig lokal notwendige Voraussetzungen für die 
Anwendung des Turnpike-Theorems auf eine regionale Wirtschaft sind (Abschnitt 5). Mit 
einer kritischen Würdigung der gewonnenen Resultate beschließen wir die Abhandlung 
(Abschnitt 6). 

Wir legen die folgende Notation zugrunde: Elemente des IR!', n > 1, werden wir als 
Spaltenvektoren oder einfach als Vektoren bezeichnen und zu ihrer Veranschaulichung 
Kleinbuchstaben in fetter Schrift verwenden. Für die Komponente i. des Vektors x schrei-
ben wir einfach Xi. Entsprechend geben fett gesetzte Großbuchstaben wie zum Beispiel 
A Matrizen mit den Elementen ai; an. Sei ferner f: S __.., T eine über S E JR:' defi-
nierte differenzierbare Funktion mit dem Wertebereich T E IR!'. In diesem Fall benutzen 
wir f:i:, und f:i:,:i:; als Abkürzungen für die partiellen und gemischt-partiellen Ableitungen 
fJf(x)/EJx, und EJ2 f(x)/fJxifJx; und weiter /x als Abkürzung für den Gradienten V /(x). 
Totale Differentiation nach der 'Zeit' machen wir durch einen Punkt '·' kenntlich, und das 
Superskript 'T' zeigt die Transponierung eines Vektors oder einer Matrix an. Für den 
Nullvektor mit jeweils geeigneter Länge reservieren wir das Symbol o. 

2 Das neoklassische Grundmodell 

Wir betrachten zunächst das Modell einer regionalen Volkswirtschaft, die ihren Output 
mit Hilfe von n (> 1) heterogenen Kapitalstöcken kT := (k1 ••• kn) erzeugt. Dieser 
Output wird vollständig für die Kapitalbildung herangezogen und besteht aus Einheiten 
n verschiedener Netto-Investitionen I(T := (k1 ••• kn).1 Die Produktionstechnologie der 
Volkswirtschaft läßt sich in jeder Periode t durch eine Transformations-Randfunktion der 
Form 

T(k,k, t) = 0 (1) 
beschreiben, in der die Zeitvariable t den exogenen technischen Fortschritt repräsentiert. 
Die Funktion T( ·) soll die folgenden Eigenschaften haben: 

(Pl) Sie ist über ihrem Definitionsbereich JR+ x IR" x lR+ stetig differenzierbar. 

(P2) Sie besitzt nicht verschwindende partielle Ableitungen und Kreuzableitungen zweiter 
Ordnung in bezug auf die Komponenten von k. Eine entsprechende Annahme gilt 
für k. 

(P3) Sie ist steigend in k und fallend in k . 
. 1 Zur Vereinfachung der Darlegungen werden wir nachfolgend nicht zwischen Brutto- und Netto-

investitionen unterscheiden. Erstere können modelliert werden, indem man anstelle von k den Ausdruck 
k + diag(d) k ansetzt, worin d den Vektor der (konstanten) Abschreibungsraten angibt. 

2 



(P4) Sie ist jeweils streng quasi-konkav im Hinblick auf kund k. 
(P5) Alle Kapitalstöcke genügen den lnada-Regularitä.tsbedingungen limk,-+0 Tk, = oo 

und limk,-oo Tk, = 0. 

Dadurch wird eine neoklassische Produktionstechnologie definiert, die die üblichen Merk-
male fallender Grenzraten der Substitution zwischen den Kapitalstöcken und steigender 
Grenzraten der Transformation zwischen den produzierten Investitionsgütern aufweist. 
Allerdings beinhalten die genannten Eigenschaften keine Annahme über die Entwicklung 
der Skalenerträ.ge im Produktionsprozeß. Somit ist insbesondere denkbar, daß die Skalen-
erträge im Zeitablauf aufgrund von Agglomerationseffekten variieren. Daher beschreibt 
(1) den Rand einer in ihren Input- und Outputzweigen jeweils konvexen, aber nicht not-
wendig global konvexen Technologie, für die Lau [17) den Begriff der bikonvexen Tech-
nologie in die Literatur eingeführt hat. Wir werden die Funktion T(k, k, t) im weiteren · 

. einfach als die Transformationsfunktion der betrachteten Volkswirtschaft bezeichnen. 

Wir wollen nun annehmen, daß die Volkswirtschaft das Ziel verfolgt, in einem endlichen 
und abgeschlossenen Zeitintervall [t0, t1) eine positive Linearkombination der Endniveaus 
der Kapitalstöcke k(t1) bei gegebener Anfangsausstattung ko zu maximieren: 

max pTk(t1) 
k(t), te[to,t1] 

mit T{k, k, t) = 0 und k(to) = ko. 

(2) 

Darin kann p ökonomisch als ein Vektor (diskontierter) Kapitalgüterpreise interpretiert 
werden, der für die Periode t1 erwartet wird. In diesem Fall liegt ein klassisches Investi-
tionsproblem vor: Die Volkswirtschaft ist bestrebt, den erwarteten Gegenwartswert ihrer 
Kapitalstöcke mit Hilfe einer gegebenen Technologie und gegebener Anfangsbestände zu 
maximieren. 

Analytisch handelt es sich bei der formulierten dynamischen Optimierungsaufgabe 
um ein Mayersches Variationsproblem. Wir unterstellen, daß dieses Problem ei~e innere 
Lösung in der Klasse der nicht-negativen und zweifach differenzierbaren Funktionen k(t) 
für t E [t0, t1) besitzt und daß für mindestens einen Kapitalstock i die Ungleichung ki(!1) > 
ki(t0 ) zutrifft. Da ferner die Funktion T(·) nach Voraussetzung quasi-konkav in k ist, 
wird die Legendre-Bedingung für ein Maximum von pT k(t1) global erfüllt. Somit ist die 
Eindeutigkeit der angenommenen Lösung gewährleistet (vgl. Kamien/Schwartz [16)). 

3 Eine Charakterisierung stationärer Kapitalstrukturen 

Aus der Literatur ist bekannt, daß die optimalen Wachstumspfade k(t) die sogenannten 
Eigenzinssatzgleichungen der Theorie des optimalen Wachstums befriedigen, die wiederum 
äquivalent zu den Eulerschen Gleichungen des Optimierungsproblems (2) sind: 

PROPOSITION 1: Ist k(t) eine Lösung der Optimierungsaufgabe (2), so gilt 

Tk~ Tkn d l ( Tki ) 1.·· ll . ..J. - = - + - og - Jur a e i 1 n. 
Tk. Tkn dt Tkn 

(3) 
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BEWEIS: Vgl. Wan, Jr. (27, S. 277-278). 

Die Gestalt der optimalen Wachstumspfade k( t) wird durch die somit vorliegenden 
n - 1 Differentialgleichungen ( 3) unter Berücksichtigung der Randbedingungen und der 
Technologie-Restriktion ( 1) vollständig determiniert. Wir werden im weiteren kn > 0 für 
alle t E (to, t1] annehmen. Ferner sei sT := (k1/kn ... kn-tf kn)· Der uns interessierende 
Fall des effizienten gleichgewichtigen (im Sinne eines gleichschrittigen) Wachstums der 
Kapitalstöcke läßt sich dann in der Form k(t) = kn(t)(s•T, l)T angeben, worin s* für 
einen Vektor von n - 1 positiven Konstanten steht. Eine solche Lösung kann dann wie 
folgt charakterisiert werden: 

PROPOSITION 2: Jeder Strahl i* des effizienten gleichgewichtigen Wachstums der 
Kapitalstöcke mit den Raten w(t) (> 0) genügt den Bedingungen 

_ ~k1 = • • • = _ ~kn = W + W _ 9(t)' 
.l.:· .I.t w ki kn 

(4) 

in denen ~(t) die relative Änderung der gemeinsamen Wachstumsrate w durch techni-
schen Fortschritt wiedergibt. 

BEWEIS: Wir beachten, daß k = w k entlang i* und folglich T(k, w k, t) = 0. Da 
-T( ·) fallend in k ist, können wir nach w als Funktion von k und t auflösen: w = /(k, t). 
Somit erhalten wir wegen k = kn (s•T, l)T den Ausdruck w = f(kns*, kn, t). Wir beachten 
weiterhin, daß ein gegebener Expansionspfads nur dann effizient sein kann, wenn es sich 
zu keiner Zeit im Verlaufe des Wachstumsprozesses lohnt, den Pfad zu verlassen. Mit 
anderen Worten: Jeder effiziente Strahl s• weist stets in die Richtung des maximalen 
Anstiegs der Expansionsrate w (beziehungweise in die Richtung ihrer minimal möglichen 
Reduktion). Daher können wir entlang s* den Umhüllenden-Satz anwenden: 

(5) 

Analoge ·Relationen müssen für die übrigen Kapitalstöcke gelten, da der Index n jedem 
beliebigen Kapitalstock zugeordnet werden kann. Zuletzt ermittelt man durch totale 
Differentiation der Funktion f ( ·) nach t: 

(6) 

Wir definieren nun 9(t) := .!_ 8
8
1 und lösen nach dem Summenterm im rechten Klam-

. . w t 
merausdruck von (6) auf. Einsetzen in (5) bestätigt dann die in Proposition 2 aufgestellte 
Behauptung. o 

Proposition 2 impliziert insbesondere, daß die Grenzrate der Substitution zwischen 
zwei beliebigen Kapitalstöcken entlang s* mit der Grenzrate der Transformation zwischen 
den zugehörigen Investitionen übereinstimmt. (Man beachte die ersten n - 1 Gleich-
heitszeichen in ( 4) und forme um.) Die Transformationsraten wiederum stellen sich als 
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Konstanten ein, da der zweite Ausdruck auf der rechten Seite von (3) aufgrund der Glei-
chungen (4) zu Null wird. Dadurch wird eine invariante Beziehung zwischen i* und den 
volkswirtschaftlichen Grenzraten der Substitution und der Transformation begründet. So-
mit erhalten wir 

KOROLLAR 1: Entlang eines Strahls i* des effizienten gleichschrittigen Wachstums 
der Kapitalstöcke stimmen die volkswirtschaftlichen marginalen Substitutionsraten und 
zugehörigen Trans/ ormationsrattin überein: 

Tki = Tk, und !!._( Tk, ) = ~( Tic, ) = 0 für alle i :/:. n . (7) 
Tkn Tkn dt Tkn dt Tkn 

Wir wollen nun für einen Moment annehmen, daß die Transformationsfunktion T( ·) 
sowohl zeitunabhängig als auch homogen vom Grade Eins in bezug auf k und ic ist. Das 
ist der Fall einer stationären Technologie mit konstanten Skalenerträ.gen, den zuerst Dorf-
man/Samuelson/Solow (8, Kap. 12] untersucht haben. In diesem Fall ist 0(t) = w(t) = 0 
und wir können schließen, daß die Grenzraten der Substitution und Transformation zwi-
schen Inputs und Outputs entlang i* konstant bleiben. Die Bedingungen (7) konstituieren 
dann als i* den von Neumann-Pfad des gleichschrittigen exponentiellen Wachstums der 
betrachteten Volkswirtschaft mit maximaler Rate. Von diesem Pfad ist bekannt, daß er 
die Eigenschaften eines Sattelpunktes besitzt und daher ein Turnpike für solche Wachs-
tumspfade k(t) ist, die nicht entlang dem Strahl i* starten oder enden. 

Allerdings werden in anderen Fällen von Technologien die Quotienten Tkt/Tkn und 
Tic,/Tien (i = 1, ... , n -1) in der Regel sowohl von der 'Zeitvariablen' t abhängen (infolge 
technischen Fortschritts) als auch vom 'Niveau' kn der ökonomischen Aktivitäten (infolge 
variabler Skalenerträ.ge). Daher werden sie selbst dann im Zeitablauf steigen oder fallen, 
wenn die Struktur des volkswirtschaftlichen Kapitalstocks unverändert bleibt. In diesen 
Fällen wird es keinen Pfad des gleichschrittigen Wachstums geben, der als effizient im 
Sinne der Bedingungen (3) gelten kann. Mit anderen Worten: Das Turnpike-Theorem 
gilt nicht ohne weiteres für eine regionale Volkswirtschaft mit zeitabhängiger Technologie 
und variablen Skalenerträgen. 

Das bedeutet, daß in einer regionalen Wirtschaft die Existenz eines Turnpike-Pfades 
des gleichschrittigen Wachstums der Kapitalstöcke mit variabler Rate zusätzliche Annah-
men über die Produktionstechnologie erfordert. Damit stellt sich insbesondere die Frage 
nach funktionalen Formen der Transformationsfunktion T( · ), die mit (7) vereinbar sind. 

4 Separable Produktionstechnologien 

Wir haben im vorangegangenen Abschnitt darauf hingewiesen, daß in einer regionalen 
Volkswirtschaft ein Turnpike-Wachstumspfad nicht ohne weiteres existiert. Dafür sind ne-
ben dem technischen Fortschritt vor allem Agglomerationseffekte verantwortlich, die sich 
im Produktionsprozeß in variablen Skalenerträgen niederschlagen und auf diesem Wege 
die Grenzraten der Faktorsubstitution und Outputtransformation beeinflussen. Daher 
fordern wir nun, daß die Technologie der betrachteten Volkswirtschaft weitergehenden 
Voraussetzungen genügt. Die erste Voraussetzung betrifft den technischen Fortschritt: 
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{P6) Der technische Fortschritt ist Hicks-neutral. 

Ferner wollen wir annehmen, daß die Technologie unabhängige Input- und Outputzweige 
besitzt. Insbesondere soll gelten: 

(P7) T( ·) ist sowohl (additiv) separa.bel als auch homothetisch mit Bezug zu k auf der 
einen Seite und kauf der anderen Seite. 

(Man beachte, daß {P6) durch (P7) impliziert wird.) Diese A~nahmen sind hinreichend 
für die Konstanz der Substitutions- und Transformationsraten T1cJT1cn und TJ:)Tic„ { i = 
1, ... , n - 1) entlang beliebiger Expansionspfadei. Damit können wir nun die folgende 
theoretische Aussage formulieren: 

THEOREM 1: Wenn die Transformationsfunktion (1) die Gestalt 

T{k,k,t) = J(G(k),t)-H(k) (8) 

mit linear-homogenen Funktionen G( ·) und H ( ·) annimmt, dann gibt es einen eindeutigen 
Vektor von positiven Konstanten 8* mit der folgenden Eigenschaft: Er konstituiert 

1. einen Expansionspfad mit globalem Turnpike-Charakter für n = 2, und zwar im 
Hinblick auf alle optimalen Investitionsstrategien, die im gesamten Intervall (to, tt] 
der Ungleichung k2/k2 > 0 genügen, so daß mindestens ein (geeignet indizierter) 
Kapitalstock kontinuierlich steigt. 

2. einen Expansionspfad mit lokalem Turnpike-Charakter für beliebiges n (~ 2). 

BEWEIS: Die Existenz und Eindeutigkeit eines effizienten Expansionspfades s* gehen 
unmittelbar aus unserer Diskussion im Zusammenhang mit Korollar 1 und den Annahmen 
{Pl)-{P4) hervor. Darüber hinaus ist aufgrund der Annahme {P5) gewährleistet, daß alle 
Komponenten des Vektors ä* streng positiv sind. Damit bleibt lediglich zu zeigen, daß 
dieser Vektor die Merkmale eines Sattelpunktes besitzt. 

1. Teil: n = 2, k2/ k2 > 0. In diesem Fall reduziert sich der Vektor s auf ein Skalar 
s. Wir definieren nun u := T1cJT"2 = G1cifG"2 =: a(s) sowie v := TicJT~ = HJ:JHic2 =: 
b(kt/k2). Weiter sei ü* := a{S*) und v* := b{S*). Da aufgrund der angenommenen Quasi-
Konkavität der Transformationsfunkti~n in k und k {P4) eine umkehrbar eindeutige Be-
ziehung zwischen der stationären Kapitalstruktur 8* und den zugehörigen Substitutions-
und Transformationsraten ü* und v* besteht, können wir den Nachweis der {globalen) 
Turnpike-Eigenschaft von s* indirekt führen, indem wir stattdessen bestätigen, daß der 
Punkt ( ü*, v*) ein (globaler) Sattelpunkt ist. 

Zu diesem Zweck ermitteln wir in einem ersten Schritt zunächst aus u = a(s) und 
s = k 1 / k2 im Wege der Differentiation: 

• I • I kt k2 - kt k2 ( ) I ( kt ) u=as=a k2 =w2 t a -. -s. 
2 k2 

(9) 
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Darin ist w2(t) := k2/k2. Ferner dürfen wir wiederum aufgrund der Modellannahme (P4) 
a', II #: 0 voraussetzen und deshalb die Größen k1/k2 und s über die Umkehrfunktionen 
b-1(v) und a-1(u) ausdrücken: 

(10) 

Im zweiten Schritt setzen wir die Variablen u und v in die Optimumbedingung (3) ein und 
beachten die Differentiationsregel dlog(·)/dt = (·)-1d(·)/dt. Einfache Umformung ergibt 
dann: 

v = A(t)(u - v) {11) 
mit A(t) - T~(k(t),k(t),t)/Tk2 (k(t),k(t),t) < 0. Die somit gewonnenen Relationen 
(10) und (11) bilden ein System zweier nichtlinearer und explizit zeitabhängiger Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung in den Variablen u und v. Der Punkt (u•, v•) mit 
a-1(u*) = b-1(v*) und u• = v• stellt eine stationäre Lösung dieser Differentialgleichungen 
dar. 

An dieser Stelle ist nun zu beachten, daß aufgrund der Annahmen {P3) und {P4) a(·) 
eine fallende Funktion von s und b( ·) eine steigende Funktion von k1 / k2 ist. Folglich ist 
a' < 0. Ferner sind die Umkehrfunktionen a-1 (-) und b-1(·) fallend in u beziehungsweise 
steigend in v. Somit stellt der Ausdruck b-1(v) - a-1(u) = 0 eine inverse Beziehung 
zwischen den Variablen u und v her. Da nun aber nach Voraussetzung w2(t) > 0 gilt, 
erhalten wir 

(12) 

Diesen Beziehungen entspricht im Phasendiagramm das Strömungsbild eines Sattelpunk-
tes. Damit ist der Beweis des ersten Teiles von Theorem 1 abgeschlossen. o 

Bevor wir den noch ausstehenden Teil unseres Theorems beweisen, wollen wir kurz 
auf eine interessante Implikation der bisherigen Diskussion für die Konstellation n > 2 
hinweisen. Diese Implikation betrifft den Spezialfall, daß G( ·) und H( ·) additive Funktio-
nen vom ACMS-Typ mit konstanter Substitutions- und Transformationselastizität sind. 
Die Quotienten Tk./Tkn und Tk)Tkn hängen dann nur von den Größen s1 und k,/ k,,, ab, 
so daß n -1 voneinander unabhängige Gleichungssysteme vom Typ (10)-(11) entstehen. 
Damit können wir festhalten: 

KOROLLAR 2: Wenn die Funktionen G(·) und H(·) vom ACMS-Typ sind, ist der 
Ezpansionspfad 8* unabhängig von n ein globaler Turnpike-Pf ad für alle optimalen In-
vestitionsstrategien, die im gesamten Intervall [t0 , t1] der Bedingung k,,,/ k,,, > 0 genügen, 
also gewährleisten, daß mindestens ein {mit n geeignet indizierter) Kapitalstock stetig 
wächst. 

2. Teil: n (2: 2) beliebig. An die Stelle der Skalare u und v treten nun Vektoren u 
und v der Längen -1. Entsprechend ersetzen wir a(s) und b(k1/k2) durch vektorwertige 
Funktionen a(s) und b(k1/k,,,, ... , k,,,_1/k,,,). Das Gleichungssystem (10)-(11) geht dann 
in 

ü = w,,,(t) A [b-1(v) - a-1{u)], v = ..\(t) (u - v) (13) 
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mit entsprechend definierten wn(t) und .\(t) und der (regulären) Jacobi-Matrix A der 
Funktionen a( ·) über. Wir können jetzt im allgemeinen keine globalen Resultate mehr 
erwarten und beschränken uns deshalb auf eine lokale Analyse der Sattelpunkteigenschaft 
der stationären Lösung (ü*, v*). Dies geschieht, indem wir die Gleichungen (13) durch 
eine Taylor-Entwicklung zweiter Ordnung in der Umgebung dieses Punktes approximie-
ren. Dabei beachten wir die Beziehungen li* = v· = o und b-1(v*) = a-1(ü*) und 
nähern die Wachstumsrate wn(t) durch w(t) an. Darüber hinaus berücksichtigen wir den 
Tatbestand, daß das Produkt der Jacobi-Matrizen von a(·) und a-1(·) die Einheitsmatrix 
ergibt. Wir gelangen dann zu einem System von 2( n - 1) linearen Differentialgleichungen 
erster Ordnung mit zeitabhängigen Koeffizienten: 

x = w(t) (AB-1y - x), y = .\(t) (x - y). (14) 

Darin stehen x und y für die Abweichungen u - ü* und v - v*, und die Matrix B ist die 
(reguläre) Jacobi-Matrix von b(·). Der stationären Lösung (ü*, v*) von (13) entspricht 
jetzt der stationäre Punkt (x*, y*) = ( o, o) des linearisierten Systems (14). 

An dieser Stelle ist der Hinweis wichtig, daß (x*, y*) = ( o, o) auch ein stationärer 
Punkt des autonomen Systems 

. AB-1 • x= y-x, y=y-x, (15) 

ist. Dieser Tatbestand erweist sich insbeson~ere aus dem folgenden Grund als hilfreich: 

LEMMA 1: Wenn (x*,y*) = (o,o) ein Sattelpunkt der autonomen Gleichungen {15} 
ist, dann ist er auch ein Sattelpunkt des zeitabhängigen Systems (LI). 

BEWEIS: Siehe Appendix. 

Das zu (15) gehörende charakteristische Polynom lautet: 

1 AB-1 - (1 - 712) 11 = 0 . (16) 

Für dessen Wurzeln gilt nun wegen (P3)-(P4): 

LEMMA 2: Wenn '1 eine Wurzel von {16} ist, dann ist auch -TJ eine Wurzel von {16). 
Beide Wurzeln sind reell und ungleich Null. 

BEWEIS: Siehe Appendix. 

Damit haben wir gezeigt, daß die Wurzeln des charakteristischen Polynoms (16) reell 
und von Null verschieden sind und ferner in Paaren betragsmäßig gleicher Wurzeln mit 
unterschiedlichen Vorzeichen auftreten. Daher ist (x*, y*) = ( o, o) ein symmetrischer 
Sattelpunkt von (15) und somit wegen Lemma 1 auch ein Sattelpunkt von (14). Das 
bedeutet aber wiederum, daß (ü*, v*) die Eigenschaft eines lokalen Sattelpunktes für das 
Ausgangssystem (13) besitzt. Aufgrund der umkehrbar eindeutigen Beziehung zwischen 
(ü*, v*) und i* können wir zuletzt auch auf den (lokalen) Turnpike-Charakter des Expan-
sionspfades i* schließen und die Beweisführung beenden. o 
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5 Lokale Abbildungen regionaler Turnpike-Technologien 

Im letzten Abschnitt haben wir hinreichende Bedingungen für die Gültigkeit des Turnpike-
Theorems in einer regionalen Volkswirtschaft angegeben. Den ökonomischen Kern dieser 
Bedingungen bildet die gewählte Beschreibung der Produktionstechnologie in der Form 
(8). Damit stellt sich sofort die Frage, ob es noch andere funktionale Formen der Trans-
formationsfunktion gibt, die bei variablen Ska.lenerträgen zu vergleichbaren Resultaten 
führen. Noch weiter gedacht: Können wir notwendige Anforderungen an die Transforma-
tionsfunktion einer regionalen Ökonomie formulieren? Dieser Frage wollen wir uns nun 
unter zwei einschränkenden Voraussetzungen zuwenden. Zunächst einmal wollen wir uns 
nur mit solchen Anforderungen befassen, die in der Umgebung eines Expansionsstrahls i* 
erfüllt sein müssen. Diese Einschränkung liegt insofern nahe, als das Turnpike-Theorem 
in der Regel ebenfalls nur eine lokale Stabilitätsaussage beinhaltet. Daneben wollen wir 
zur Vereinfachung a priori unterstellen, daß der technische Fortschritt neutral sowohl im 
Hinblick auf die Faktorsubstitution als auch hinsichtlich der Outputtransformation ist. 
Wir gelangen dann zu folgendem Ergebnis: 

THEOREM 2: Wenn ein Turnpike-Pfad s* existiert und entlang diesem Pfad alle 
Substitutions- und Transformationsraten zwischen den Inputs beziehungsweise Outputs 
von der Zeitvariablen t unabhängig sind, dann kann man die Produktionstechnologie lokal 
durch eine Randfunktion der Form (8) abbilden. 

BEWEIS: Wir definieren zunächst T(kn,k,t) := T(kni*,kn,k,t) = 0. Da T(·) eine 
steigende Funktion von k,,, ist, läßt sie sich nach dieser Variablen in Abhängigkeit von 
k und t auflösen: kn = F(k, t) . Nach Voraussetzung hängt nun aber keine der Trans-
formationsraten zwischen den Outputs von t ab. Daher folgt wegen (7) und der Quasi-
Konkavitä.t von T(·) in bezug auf k, daß F(·) eine homothetische und quasi-konvexe 
Funktion von k ist. (Vgl. Färe [9] und [10, S. 49-61]; siehe auch Shephard [24].) Somit 
gilt kn = F(H(k), t)= F(wH(k), t), worin H(·) ohne Beschränkung der Allgemeinheit als 
linear-homogen angenommen werden darf. Mithin erhält man durch Multiplikation beider 
Seiten der in Abschnitt 3 eingeführten Funktion w = /(k, t) mit H(k) den Ausdruck 

w H(k) = H(k) = J (k, t) H(k) =: i(k, t) . (17) 

Er separiert T(·) in einen homothetischen und quasi-konvexen Outputzweig H(·) und ei-
nen verbleibenden Inputzweig i(·). An dieser Stelle beachten wir, daß die Gradienten der 
Funktionen Hk und jk wegen (7) stets in die gleiche Richtung weisen. Weiter stellen wir 
in Rechnung, daß der technische Fortschritt neutral in bezug auf die Faktorsubstitution 
sein soll und daß T( ·) quasi-konkav in k ist. Demnach muß J( ·) sowohl homothetisch als 
auch quasi-konkav in k sein: i(k, t) = J ( G(k ), t) . Folglich erhalten wir aus ( 17) eine 

. hinsichtlich der Vektoren kund k quasi-konkave Abbildungsvorschrift der Form 

T(k,k,t) = J(G(k),t)-H(k) (18) 

mit linear-homogenen Funktionen H(·) und G(·). Dieses Resultat entspricht der aufge-
stellten Behauptung. o 
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6 Kritische Würdigung aus regionalökonomischer Sicht 

Unsere Analyse hat zwei wesentliche Ergebnisse hervorgebracht. Wir haben gezeigt, daß 
das Turnpike-Theorem auch für den Fall einer regionalen Akkumulationswirtschaft mit 
einer zeitabhängigen bikonvexen Produktionstechnologie und variablen Skalenerträgen 
gilt, wenn diese Technologie (additiv) trennbar und homothetisch in bezug auf die Ka-
pitalstöcke und Investitionen ist. Ferner haben wir gesehen, daß diese Eigenschaften 
gleichzeitig lokal notwendige Voraussetzungen für die Gültigkeit der Turnpike-Aussage 
ist, sobald der technische Fortschritt den Kriterien der Hicks-Neutralität genügt. Im 
Hinblick auf eine ökonomische Bewertung dieser Resultate rücken zwei Aspekte in den 
Vordergrund. 

Zunächst einmal sollten wir darauf hinweisen, daß wir die Zeitvariable t in der Trans-
formationsfunktion der betrachteten Ökonomie inhaltlich weitergehender interpretieren 
dürfen als bisher geschehen. Diese Variable kann nämlich neben dem exogenen tech-
nischen Fortschritt auch andere im Zeitablauf gegebene ökonomische Größen wie zum 
Beispiel Arbeitsinputs und Konsumoutputs repräsentieren. Davon bleiben unsere Theo-
reme solange qualitativ unberührt, wie solche Größen sich in einer entsprechend erweiter-
ten Transformationsfunktion von den Kapitalstöcken und Investitionen separieren lassen. 
Dabei ist völlig unerheblich, aus welchem Entscheidungsprozeß die zeitlichen Entwick-
lungspfade der zusätzlichen ökonomischen Variablen hervorgegangen sind. Insbesondere 
wäre denkbar und zulässig, daß diese Pfade optimale Pfade im Sinne eines umfassenderen 
intertemporalen N utzenkriteriums sind. 

Dieser Tatbestand macht einmal mehr deutlich, daß die Annahme der Separabilität im 
allgemeinen starke Implikationen für die Struktur der Lösung eines ökonomischen Modells 
nach sich zieht. Unter anderem deshalb hat diese Annahme in der angewandten Ökonomik 
seit jeher einen großen Stellenwert. Allerdings haben wir uns in der vorliegenden Arbeit 
nicht mit der schwierigen Frage nach der Existenz von Aggregatorfunktionen wie G( ·) und 
H ( ·) befassen können. (Wir verweisen den interessierten Leser auf Blackorby /Schworm 
[3].) Jedenfalls scheint es sich aus dem Blickwinkel der mikroökonomischen Aggregations-
theorie bei der durch (8) repräsentierten Produktionstechnologie um eine recht spezielle 
Technologie zu handeln. Insoweit ist die vorliegende Arbeit eher ernüchternd: Das Kon-
zept der gleichschrittigen Ausweitung der ökonomischen Aktivitäten einer arbeitsteiligen 
regionalen Volkswirtschaft mit signifikanten Agglomerationseffekten erscheint unter dem 
Gesichtspunkt der intertemporalen Allokationseffizienz als eine eher suboptimale Strategie 
des wirtschaftlichen Wachstums. 

Appendix: Beweise der Lemmata 1-2 

BEWEIS VON LEMMA 1: Wir betrachten im (x,y)-Raum die durch (14) beziehungs-
weise (15) implizit definierten Phasent·rajektorien. Wegen w(t) > 0 und ~(t) < 0 stimmt 
die Menge S = { ( x, y) 1 x = o oder y = o } in beiden dynamischen Systemen überein. 
Aus dem gleichen Grund gilt für alle anderen Punkte (x,y) ft S, daß die Vorzeichen von 
x und y sich nicht ändern, wenn wir von {15) zu (14) wechseln. Somit bleibt die topolo-
gische Struktur des (mehrdimensionalen) Strömungsdiagramms erhalten. o 
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BEWEIS VON LEMMA 2: Die erste Aussage dieses Satzes resultiert unmittelbar aus 
dem Tatbestand, daß 'I quadratisch in {16) auftritt. Für die Bestätigung der zweiten Aus-
sage sind weitergehende Überlegungen erforderlich. Deshalb halten wir zunächst fest, daß 
die Matrix A, deren Komponenten wir in der Form ai; = 8aif8s; = kn 8(GkJGkn)/8k; = 
-kn (82kn/8k,8k;) schreiben können, der Hesse-Matrix der lsoquantenfunktion für den 
Kapitalstock kn in bezug auf k1, ... , kn-1 negativ proportional und somit wegen {P3)-
{P4) streng negativ definit ist. Entsprechend können wir argumentieren, daß die Matrix 
B und mithin auch B-1 streng positiv definit ist. 

Der angestrebte Beweis ließe sich nun im Prinzip indirekt mit Hilfe eines Satzes von 
Arrow (1, S. 200] über die Eigenwerte des Produktes einer positiven quasi-definiten Matrix 
mit einer symmetrischen Matrix führen (DasGupta (4, S. 315]). Stattdessen wollen wir hier 
einen direkten Beweis angeben, der sich unmittelbar die Definitheit der Matrizen A und 
B zunutze macht. Insbesondere bestätigen wir, daß die Wurzeln des charakteristischen 
Polynoms {16) (also die Eigenwerte des Produktes AB-1) mit den Eigenwerten von A 
übereinstimmen. 

In der linearen Algebra wird gezeigt, daß eine reguläre Matrix R existiert, die für die 
positiv definite Matrix B-1 die Gleichung B-1 = RRT erfüllt. Ferner wird gezeigt, daß für 
jede reguläre (n--1, n--1)-Matrix X der Ausdruckx-1 AB-1X eine Ähnlichkeitstransforma-
tion des Produktes AB-1 darstellt; die dessen Eigenwerte unberührt läßt. (Beweise dieser 
Sätze finden sich in jedem Lehrbuch zur linearen Algebra.) Wir wählen nun X= (RT)-1• 

Dann ist 

x-1 AB-1x - x-1 ARRTX 
- RT ARRT{RTtl 
- RT AR. 

Nun sei z E F-1 ein beliebiger Vektor mit mindestens einer von Null verschiedenen 
Komponente. Ferner sei r := Rz. Man beachte, daß r :/: o gilt, da Reine reguläre Matrix 
ist. Somit beinhaltet die negative Definitheit von A: 

zTRTARz = rTAr < 0. 

Daher können wir schließen, daß RT AR = x-1 AB-1X ebenfalls eine negativ definite 
Matrix darstellt und demnach reelle, negative Eigenwerte besitzt. Mithin müssen auch 
alle Eigenwerte des Matrixproduktes AB-1 reell und negativ sein. (Allerdings ist AB-1 

normalerweise nicht symmetrisch und folglich auch nicht negativ definit.) Damit haben 
wir Lemma 2 bewiesen. o 
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