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#❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐)#$✐❜✉#✐♦♥✱ #❤❡♥ #❤❡ ❝♦♥)✉♠♣#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ $✐❝❤ ❣❡#) ❛ ❧❛$❣❡$ ✇❡✐❣❤# ✐♥ #❤❡ ❢♦$♠❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ $❡❢❡$❡♥❝❡

❧❡✈❡❧✳

✸



 ❛①✐♥❣  ❤❡(❡ ❣♦♦❞( ✐♥ ❡+♥❛❧✐③❡(  ❤❡ ❡① ❡+♥❛❧✐ ✐❡(✳ ❚❤✐( ♣♦✐♥ ❤❛( ❛❧+❡❛❞② ❜❡❡♥ +❛✐(❡❞ ❛♠♦♥❣( ♦ ❤❡+(

❜② ❋+❛♥❦ ✭✶✾✾✾✱ ✷✵✵✽✮ ✇❤♦ ❤❛(✱ ❤♦✇❡✈❡+✱ ❝♦♥❝❡+♥( ❛❜♦✉  ❤❡ ♣♦❧✐ ✐❝❛❧ ❢❡❛(✐❜✐❧✐ ② ♦❢ ❛  ❛① (②( ❡♠

 ❤❛  ❛①❡( ( ❛ ✉( ❣♦♦❞( ❛ ❛ ❞✐✛❡+❡♥ +❛ ❡✳ ❲❡ (❤❛+❡  ❤✐( ♣♦✐♥ ♦♥❧②  ♦ (♦♠❡ ❡① ❡♥ ✱ ❛( ✈❛+✐♦✉(

 ❛① (②( ❡♠( ✐♥❝❧✉❞❡ ❝❡+ ❛✐♥ ❢♦+♠( ♦❢ ❧✉①✉+②  ❛①❛ ✐♦♥✳

✺

❋♦+ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❆✉( +❛❧✐❛ ❧❡✈✐❡( ❛ ❧✉①✉+② ❝❛+

 ❛① ✇❤✐❝❤ ❤❛(  ♦ ❜❡ ♣❛✐❞ ❛  ❤❡  ✐♠❡ ♦❢  ❤❡ ♣✉+❝❤❛(❡ ✐❢  ❤❡ ♣+✐❝❡ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❝❛+ ❡①❝❡❡❞( ❛ ❝❡+ ❛✐♥

 ❤+❡(❤♦❧❞✳ ❆♥♦ ❤❡+ ❡①❛♠♣❧❡ ✐(  ❤❡ ♠❛♥(✐♦♥  ❛① ✐♥  ❤❡ ❙ ❛ ❡ ♦❢ ◆❡✇ ❨♦+❦  ❤❛ ✐( ❧❡✈✐❡❞ ♦♥ ❘❡❛❧

❊( ❛ ❡ ♣+♦♣❡+ ② ❛  ❤❡  ✐♠❡ ♦❢ ❛  +❛♥(❢❡+ ✇❤❡♥  ❤❡ ❝♦♥(✐❞❡+❛ ✐♦♥ ❢♦+  ❤❡ ❡♥ ✐+❡ ❝♦♥✈❡②❛♥❝❡ ❡①❝❡❡❞(

✩ ✶ ♠✐❧❧✐♦♥✳

✻

❆ ♣♦♣✉❧❛+ ❛+❣✉♠❡♥ ✐♥  ❤❡ ♣♦❧✐ ✐❝❛❧ ❞❡❜❛ ❡ ✐♥ ❢❛✈♦+ ♦❢  ❛①❡( ♦♥ ❧✉①✉+② ❣♦♦❞( ✐(

 ❤❛  ❤❡② ❤✉+  ❤❡ +✐❝❤ ❛♥❞ ❛+❡ ❤❡♥❝❡ ❛ +❡❞✐( +✐❜✉ ✐✈❡ ✐♥( +✉♠❡♥ ✳ ❍♦✇❡✈❡+✱ ❆ ❦✐♥(♦♥ ❛♥❞ ❙ ✐❣❧✐ ③

✭✶✾✼✻✮ ❤❛✈❡  ❛✉❣❤ ✉(  ❤❛ ✉♥❞❡+ ❛ ♠✐❧❞ (❡♣❛+❛❜✐❧✐ ② ❛((✉♠♣ ✐♦♥ ❜❡ ✇❡❡♥ ❣♦♦❞( ❛♥❞ ❧❡✐(✉+❡ ❛❧❧

+❡❞✐( +✐❜✉ ✐♦♥ (❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛++✐❡❞ ♦✉  ❤+♦✉❣❤  ❤❡ ❧❛❜♦+ ✐♥❝♦♠❡  ❛①✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛❝❝♦+❞✐♥❣  ♦  ❤✐( +❡(✉❧ 

❞✐✛❡+❡♥ ✐❛❧  ❛①❛ ✐♦♥ ♦❢ ❧✉①✉+✐❡( ✐( ♥♦ ❡✣❝✐❡♥ ❢♦+ +❡❞✐( +✐❜✉ ✐✈❡ +❡❛(♦♥(✳ ❇✉ ✐♥  ❤✐( ♣❛♣❡+ ✇❡

♣+♦✈✐❞❡ ❛ ❞✐✛❡+❡♥ ❛+❣✉♠❡♥ ✐♥ ❢❛✈♦+ ♦❢  ❛①✐♥❣ ( ❛ ✉( ❣♦♦❞(✱ ♦♥❡  ❤❛ ❤❛( +❛+❡❧② ❢♦✉♥❞ +❡❝♦❣♥✐ ✐♦♥

✐♥  ❤❡ ♣♦❧✐ ✐❝❛❧ ❞❡❜❛ ❡✳

❲❡ ♣+♦❝❡❡❞ ✐♥  ❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳ ❋✐+( ✱ ✇❡ (❡ ✉♣ ❛ ❣❡♥❡+❛❧✐③❡❞ ✈❡+(✐♦♥ ♦❢  ❤❡  ✇♦✲❣+♦✉♣ ♦♣ ✐♠❛❧

 ❛① ♠♦❞❡❧ ✭❙ ✐❣❧✐ ③✱ ✶✾✽✷✮ ✇❤❡+❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧( ❞✐✛❡+ ✐♥ ❡❛+♥✐♥❣ ❛❜✐❧✐ ✐❡( ❛♥❞  ❛( ❡(✳ ❚❛( ❡ ❞✐✛❡+❡♥❝❡(

❛+❡ +❡✢❡❝ ❡❞ ❜② ❞✐✛❡+❡♥ +❡❢❡+❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧( ❢♦+  ❤❡  ✇♦  ②♣❡(✳ ❆( ✐( ❝♦♠♠♦♥ ✐♥  ❤❡ ♦♣ ✐♠❛❧  ❛①❛ ✐♦♥

❧✐ ❡+❛ ✉+❡✱ ❡❛+♥✐♥❣ ❛❜✐❧✐ ✐❡( ❛+❡ ♣+✐✈❛ ❡ ✐♥❢♦+♠❛ ✐♦♥  ♦  ❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳ ❍❡♥❝❡✱ ✜+( ✲❜❡(  ❛①❛ ✐♦♥

♦❢ ❛❜✐❧✐ ✐❡( ✐( ♥♦ ❢❡❛(✐❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐( ✇❤②  ❤❡ ❣♦✈❡+♥♠❡♥ ❤❛(  ♦ ✉(❡ ❛ ❣❡♥❡+❛❧ ✐♥❝♦♠❡  ❛① ❛( ❛

(❡❝♦♥❞✲❜❡( ✐♥( +✉♠❡♥ ✳ ❚❤❡+❡ ❛+❡  ❤+❡❡ ❝♦♥(✉♠♣ ✐♦♥ ❣♦♦❞( ✐♥  ❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❚✇♦ ♦❢  ❤❡♠ ❛+❡

♣♦(✐ ✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞( ❛♥❞ ♦♥❡ ❣♦♦❞ ✐( ❛ ♥♦♥♣♦(✐ ✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞✱ ✇❤❡+❡ ❛( ✉(✉❛❧ ♦♥❧② ❛❜(♦❧✉ ❡ ❝♦♥(✉♠♣ ✐♦♥

♠❛  ❡+(✳

✼

❘❡❢❡+❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧(  ♦ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧( ❝♦♠♣❛+❡  ❤❡✐+ ♦✇♥ ❝♦♥(✉♠♣ ✐♦♥ ❛+❡ ❢♦+♠❡❞ ❜②

❛ ✇❡✐❣❤ ❡❞ ❛✈❡+❛❣❡ ♦❢  ♦ ❛❧ ❝♦♥(✉♠♣ ✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦(✐ ✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞✳ ❖✉+ ❢♦+♠✉❧❛ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ +❡❢❡+❡♥❝❡

❧❡✈❡❧( ✐( ✢❡①✐❜❧❡ ❡♥♦✉❣❤  ♦ ✐♥❝❧✉❞❡ (❡✈❡+❛❧ ✈❛+✐❛♥ ( ❞✐(❝✉((❡❞ ✐♥  ❤❡ ❧✐ ❡+❛ ✉+❡ (✉❝❤ ❛( ✉♣✇❛+❞ ♦+

✇✐ ❤✐♥✲❣+♦✉♣ ❝♦♠♣❛+✐(♦♥✳ ❊❛❝❤ ❝♦♠♠♦❞✐ ② ✐( (✉❜❥❡❝  ♦ ❛ ♣+♦♣♦+ ✐♦♥❛❧  ❛① +❛ ❡✱ ✐✳❡✳  ❤❡  ❛①

(②( ❡♠ ❝♦♥(✐( ( ♦❢ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛+ ✐♥❝♦♠❡  ❛① ❛♥❞ ♣+♦♣♦+ ✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠♦❞✐ ②  ❛① +❛ ❡(✳

■♥ ❛ ♥❡① ( ❡♣ ✇❡ ♣+❡(❡♥ ♦✉+ +❡(✉❧ ( ♦♥  ❤❡ ♦♣ ✐♠❛❧ ❝♦♠♠♦❞✐ ②  ❛① ( +✉❝ ✉+❡✳ ❲❡ ❞❡+✐✈❡

❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐ (♦❧✉ ✐♦♥ ❢♦+  ❤❡ ♦♣ ✐♠❛❧  ❛① +❛ ❡( ♦♥ ❜♦ ❤ ♣♦(✐ ✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥♣♦(✐ ✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞(✳ ❆♥

✺

■♥ ♠♦$% ❝❛$❡$ ❧✉①✉,② ❣♦♦❞$ ❛♥❞ $%❛%✉$ ❣♦♦❞$ ❝♦✐♥❝✐❞❡✳ ❚❤❡,❡❢♦,❡✱ ✇❡ ❝♦♥$✐❞❡, %❛①❛%✐♦♥ ♦❢ $%❛%✉$ ❣♦♦❞$ ❛$ ❛ ❢♦,♠

♦❢ ❧✉①✉,② %❛①❛%✐♦♥✳

✻

❖%❤❡, ❖❊❈❉ ❝♦✉♥%,✐❡$ %❤❛% ❤❛✈❡ ❝❡,%❛✐♥ ❢♦,♠$ ♦❢ ❧✉①✉,② %❛①❛%✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ❉❡♥♠❛,❦✱ ❍✉♥❣❛,② ❛♥❞ ❚✉,❦❡②✳ ❆

❢❛♠♦✉$ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦, ❛ ❧✉①✉,② %❛① ✐♥ %❤❡ ❯❙❆ ♠❡♥%✐♦♥❡❞ ✐♥ ❇❛❣✇❡❧❧ ❛♥❞ ❇❡,♥❤❡✐♠ ✭✶✾✾✻✮ ✇❛$ ❝,❡❛%❡❞ ❜② %❤❡

❖♠♥✐❜✉$ ❇✉❞❣❡% ❘❡❝♦♥❝✐❧✐❛%✐♦♥ ❆❝% ♦❢ ✶✾✾✵✳ ❆ ✶✵✪ ❡①❝✐$❡ %❛① ✇❛$ ✐♠♣♦$❡❞ ♦♥ %❤❡ ♣♦,%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ,❡%❛✐❧ ♣,✐❝❡ ♦❢

❝❡,%❛✐♥ ✐%❡♠$ %❤❛% ❡①❝❡❡❞❡❞ ❛ ♣,♦❞✉❝% $♣❡❝✐✜❝ %❤,❡$❤♦❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛$ ✩✸✵✵✵✵ ❢♦, ❝❛,$✱ ✩✶✵✵✵✵✵ ❢♦, ❜♦❛%$ ❛♥❞ ②❛❝❤%$✱

✩✷✺✵✵✵✵ ❢♦, ❛✐,❝,❛❢%✱ ❛♥❞ ✩✶✵✵✵✵ ❢♦, ❥❡✇❡❧,②✳ ❚❤❡ ❧✉①✉,② %❛①❡$ ♦♥ ❜♦❛%$✱ ❛✐,❝,❛❢% ❛♥❞ ❥❡✇❡❧,② ✇❡,❡ ,❡♣❡❛❧❡❞ ✐♥

✶✾✾✸✱ %❤❡ ♦♥❡ ♦♥ ❝❛,$ ✐♥ ✷✵✵✷✳

✼

■♥ ♣,✐♥❝✐♣❧❡ %❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①%❡♥❞❡❞ %♦ ✐♥❝❧✉❞❡ n+m ❝♦♠♠♦❞✐%✐❡$✳ ❇✉% ✐♥ ♦,❞❡, %♦ ❦❡❡♣ %❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛$ $✐♠♣❧❡

❛$ ♣♦$$✐❜❧❡ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ %♦ ✇♦,❦ ✇✐%❤ ♦♥❧② %❤,❡❡ ❝♦♠♠♦❞✐%✐❡$✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧,❡❛❞② ♠❛❦❡$ %❤❡ ❛♥❛❧②$✐$ R✉✐%❡ ❝♦♠♣❧❡①✳

✹



✐♥"❡$❡%"✐♥❣ ✐♠♣❧✐❝❛"✐♦♥ ♦❢ ♦✉$ ♠✉❧"✐✲❡①"❡$♥❛❧✐"② ❛%%✉♠♣"✐♦♥ ✐% "❤❡ $❡%✉❧" "❤❛" "❤❡ 3✐❣♦✉✈✐❛♥ ❡❧❡♠❡♥"%

✐♥ "❤❡ "❛① ❢♦$♠✉❧❛% ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❜♦"❤ ❡①"❡$♥❛❧✐"✐❡%✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ "❤❛" "❤❡ ✐♥"❡$❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡

♣♦%✐"✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠♦❞✐"✐❡% ✐% ♦❢ ✐♠♣♦$"❛♥❝❡✳ ❋✉$"❤❡$✱ ✇❡ %❤♦✇ "❤❛" ✐♥ ❣❡♥❡$❛❧ ❜♦"❤ "❤❡ "❛① $❛"❡% ♦♥

"❤❡ ♣♦%✐"✐♦♥❛❧ ❛% ✇❡❧❧ ❛% ♦♥ "❤❡ ♥♦♥♣♦%✐"✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞% ❞❡♣❡♥❞ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✇❛② ♦♥ "❤❡ 3✐❣♦✉✈✐❛♥

❡❧❡♠❡♥"%✳ ❚❤✉%✱ ✐" ✐% ♦♣"✐♠❛❧ "♦ ✉%❡ "❤❡ ✇❤♦❧❡ %❡" ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐"② "❛①❡% "♦ ✐♥"❡$♥❛❧✐③❡ "❤❡ ❡①"❡$♥❛❧✐"✐❡%✱

✇❤✐❝❤ ✈✐♦❧❛"❡% "❤❡ ✬❛❞❞✐"✐✈✐"② ♣$♦♣❡$"②✬✳ ■❢✱ ❤♦✇❡✈❡$✱ "❤❡ ❝♦♥%✉♠♣"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❤✐❣❤✲ ❛♥❞ "❤❡ ❧♦✇✲

❛❜❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧% ✐% ✇❡✐❣❤"❡❞ ✐♥ "❤❡ %❛♠❡ ✇❛② ✐♥ "❤❡ ❢♦$♠❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ $❡❢❡$❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧%✱ "❤❡♥ "❤❡ "❛①

$❛"❡ ♦♥ "❤❡ ♥♦♥♣♦%✐"✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞ ✐% ♥♦" ❛✛❡❝"❡❞ ❜② "❤❡ ❡①"❡$♥❛❧✐"✐❡% ❛♥❞ "❤❡ "❛① ❢♦$♠✉❧❛% ♦♥ "❤❡

♣♦%✐"✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞% %✐♠♣❧✐❢② %✉❜%"❛♥"✐❛❧❧②✳ ❚❤❡ %❛♠❡ ✐% "$✉❡ ✐❢ "❤❡$❡ ❛$❡ ♥♦ ❝♦♠♣❡♥%❛"❡❞ ❝$♦%% ♣$✐❝❡

❡✛❡❝"% ❛♥❞✴♦$ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧% $❡❛❝" ✐♥ "❤❡ %❛♠❡ ✇❛② "♦ $❡❧❛"✐✈❡ ♣$✐❝❡ ❝❤❛♥❣❡%✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛❧%♦ ❞✐%❝✉%% "❤❡ ♦♣"✐♠❛❧ ✐♥❝♦♠❡ "❛① %❝❤❡❞✉❧❡✳ ❲❡ ✜♥❞ "❤❛" ✐♥ ❣❡♥❡$❛❧ ❛❧%♦ "❤❡ ✐♥❝♦♠❡

"❛① ✐% ❛✛❡❝"❡❞ ❜② "❤❡ ❡①"❡$♥❛❧✐"✐❡%✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧%♦ ✐% ✐♥ ❝♦♥"$❛❞✐❝"✐♦♥ "♦ "❤❡ ✬❛❞❞✐"✐✈✐"② ♣$♦♣❡$"②✬✳ ❇✉"

❛❣❛✐♥✱ ✐❢ "❤❡ ❝♦♥%✉♠♣"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ "✇♦ ✐♥❝♦♠❡ ❣$♦✉♣% ✐% ✇❡✐❣❤"❡❞ ✐♥ "❤❡ %❛♠❡ ✇❛② ✐♥ "❤❡ ❢♦$♠❛"✐♦♥ ♦❢

"❤❡ $❡❢❡$❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧% "❤❡♥ "❤❡ ♦♣"✐♠❛❧ ♠❛$❣✐♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡ "❛① $❛"❡% ❝♦♥"❛✐♥ ♥♦ 3✐❣♦✉✈✐❛♥ ❡❧❡♠❡♥"%✳ ❲❡

❛❧%♦ ❞✐%❝✉%% "❤❡ ♦♣"✐♠❛❧ ✐♥❝♦♠❡ "❛① %❝❤❡❞✉❧❡ ✐❢ ❝♦♠♠♦❞✐"② "❛①❡% ❛$❡ $❡%"$✐❝"❡❞ "♦ ❜❡ ✉♥✐❢♦$♠ ❢♦$

❡①❛♠♣❧❡ ❞✉❡ "♦ ♣♦❧✐"✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠② $❡❛%♦♥%✳ ■♥ "❤❛" ❝❛%❡ ♦♥❧② "❤❡ ✐♥❝♦♠❡ "❛① ❝❛♥ ❜❡ ✉%❡❞ "♦ ❝♦$$❡❝"

❢♦$ "❤❡ ❡①"❡$♥❛❧✐"✐❡%✳ ■♥ ❝♦♥"$❛%" "♦ "❤❡ ♣$❡✈✐♦✉% ❧✐"❡$❛"✉$❡ "❤❛" %"✉❞✐❡% "❤❡ ♦♣"✐♠❛❧ ✐♥❝♦♠❡ "❛① ✐♥

"❤❡ ♣$❡%❡♥❝❡ ♦❢ $❡❧❛"✐✈❡ ❝♦♥%✉♠♣"✐♦♥ ❝♦♥❝❡$♥% ✭❡✳❣✳ ❆$♦♥%%♦♥ ❛♥❞ ❏♦❤❛♥%%♦♥✲❙"❡♥♠❛♥✱ ✷✵✵✽✮ ✇❡

❞✐✛❡$❡♥"✐❛"❡ ❜❡"✇❡❡♥ ♣♦%✐"✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥♣♦%✐"✐♦♥❛❧ ❢♦$♠% ♦❢ ❝♦♥%✉♠♣"✐♦♥✳ ❚❤✐% ✐♠♣❧✐❡% "❤❛" "❤❡

%✐❣♥ ♦❢ "❤❡ 3✐❣♦✉✈✐❛♥ ♣❛$" ✐♥ "❤❡ ✐♥❝♦♠❡ "❛① %❝❤❡❞✉❧❡ ❞❡♣❡♥❞% ❝$✉❝✐❛❧❧② ♦♥ ✇❤❡"❤❡$ "❤❡ ♣♦%✐"✐♦♥❛❧

❣♦♦❞% ❛$❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥"% ♦$ %✉❜%"✐"✉"❡% "♦ ❧❡✐%✉$❡✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ ✇❡ %❤♦✇ "❤❛" ✐❢ "❤❡ ❝♦♥%✉♠♣"✐♦♥ ♦❢

"❤❡ $✐❝❤ ✐% ✇❡✐❣❤"❡❞ ❤✐❣❤❡$ ✐♥ "❤❡ ❢♦$♠❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ $❡❢❡$❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧% ✭✉♣✇❛$❞ ❝♦♠♣❛$✐%♦♥✮ "❤❡♥ ✇✐"❤

❛ ♠✐❧❞ ❛❞❞✐"✐♦♥❛❧ ❛%%✉♠♣"✐♦♥ "❤❡ 3✐❣♦✉✈✐❛♥ ♣❛$" ✐♥ "❤❡ ✐♥❝♦♠❡ "❛① %❝❤❡❞✉❧❡ ✐% ♣$♦❣$❡%%✐✈❡✳

❚❤❡ $❡%" ♦❢ "❤❡ ♣❛♣❡$ ✐% ♦$❣❛♥✐③❡❞ ❛% ❢♦❧❧♦✇%✳ ■♥ %❡❝"✐♦♥ ✷ ✇❡ ♣$❡%❡♥" "❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ "❤❡ ♠❛①✲

✐♠✐③❛"✐♦♥ ♣$♦❜❧❡♠ ♦❢ "❤❡ ❤♦✉%❡❤♦❧❞% ❛♥❞ "❤❡ ❣♦✈❡$♥♠❡♥"✳ ■♥ %❡❝"✐♦♥ ✸ ✇❡ ❞✐%❝✉%% "❤❡ ♦♣"✐♠❛❧

❝♦♠♠♦❞✐"② "❛① %"$✉❝"✉$❡ ❛♥❞ ✐♥ %❡❝"✐♦♥ ✹ "❤❡ $❡%✉❧"% ♦♥ "❤❡ ♦♣"✐♠❛❧ ✐♥❝♦♠❡ "❛① %❝❤❡❞✉❧❡✳ ❙❡❝"✐♦♥

✹ ♣$♦✈✐❞❡% %♦♠❡ ❞✐%❝✉%%✐♦♥ ♦❢ "❤❡ $❡%✉❧"%✳

✷ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

❲❡ ❝♦♥%✐❞❡$ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ❝♦♥%✐%"✐♥❣ ♦❢ "✇♦ "②♣❡% ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧% i = L,H✱ ✇❤♦ ❞✐✛❡$ ✐♥ ❡❛$♥✐♥❣ ❛❜✐❧✲

✐"✐❡% ωL < ωH ✳ ❚❤❡ %✐③❡ ♦❢ "❤❡ ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥ ✐% ♥♦$♠❛❧✐③❡❞ "♦ ♦♥❡ ❛♥❞ πi $❡♣$❡%❡♥"% "❤❡ ♣$♦♣♦$"✐♦♥ ♦❢

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧% ♦❢ "②♣❡ i ✐♥ "❤❡ ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥✳ ❇② ♣$♦✈✐❞✐♥❣ ❧❛❜♦$ %✉♣♣❧② li ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧% ❡❛$♥ ❣$♦%% ✐♥❝♦♠❡

✺



zi = ωili✳ ●"♦$$ ✐♥❝♦♠❡ zi ✐$ $✉❜❥❡❝- -♦ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛" ✐♥❝♦♠❡ -❛① ❛♥❞ -❤❡ "❡$✉❧-✐♥❣ ♥❡- ✐♥❝♦♠❡ ✐$

❞❡♥♦-❡❞ ❜② xi✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧$ $♣❡♥❞ -❤❡✐" ♥❡- ✐♥❝♦♠❡ ♦♥ -❤❡ ❝♦♥$✉♠♣-✐♦♥ ♦❢ -❤"❡❡ ❝♦♠♠♦❞✐-✐❡$ cj ✱

j = 1, 2, 3✱ ✇❤✐❝❤ ❛"❡ ♣"♦❞✉❝❡❞ ✇✐-❤ ❛ ❧✐♥❡❛" -❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇✐-❤ ❧❛❜♦" ❛$ -❤❡ ♦♥❧② ✐♥♣✉- -♦ ♣"♦❞✉❝-✐♦♥✳

◗✉❛♥-✐-✐❡$ ❛"❡ ❝❤♦$❡♥ ✐♥ $✉❝❤ ❛ ✇❛② -❤❛- -❤❡ ✭❝♦♥$-❛♥-✮ ♠❛"❣✐♥❛❧ ❝♦$-$ ♦❢ ♣"♦❞✉❝-✐♦♥ ❛"❡ ❡>✉❛❧ -♦

♦♥❡✱ ✐✳❡✳ -❤❡ ♣"♦❞✉❝❡" ♣"✐❝❡$ ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♠♠♦❞✐-✐❡$ ❛"❡ ❡>✉❛❧ -♦ ♦♥❡✳

❚❤❡ ❝♦♥&✉♠❡)&✬ ♣)♦❜❧❡♠ ❛♥❞ )❡❧❛0✐✈❡ ❝♦♥❝❡)♥&

■♥ ♦✉" ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♠♦❞✐-✐❡$ k = 1, 2 ❛"❡ ❛$$✉♠❡❞ -♦ ❜❡ ♣♦$✐-✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞$✱ ✐✳❡✳ ❢♦" -❤❡$❡ ❣♦♦❞$

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧$ ❝❛"❡ ♥♦- ♦♥❧② ❛❜♦✉- -❤❡✐" ❛❜$♦❧✉-❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝♦♥$✉♠♣-✐♦♥ ❜✉- ❛❧$♦ ❛❜♦✉- -❤❡✐" "❡❧❛-✐✈❡

❝♦♥$✉♠♣-✐♦♥ ✇✐-❤ "❡$♣❡❝- -♦ ♦-❤❡"$✳

✽

❈♦♠♠♦❞✐-② 3 ♦♥ -❤❡ ♦-❤❡" ❤❛♥❞ ✐$ ❛ ♥♦♥♣♦$✐-✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞

✇❤❡"❡ ♦♥❧② ❛❜$♦❧✉-❡ ❝♦♥$✉♠♣-✐♦♥ ♠❛--❡"$✳ ❆$ ✐$ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ -❤❡ ❧✐-❡"❛-✉"❡ ✇❡ ❛$$✉♠❡ -❤❛- ❢♦"

-❤❡ ♣♦$✐-✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠♦❞✐-✐❡$ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣❛"❡$ ❤✐$✴❤❡" ♦✇♥ ❝♦♥$✉♠♣-✐♦♥ -♦ $♦♠❡ "❡❢❡"❡♥❝❡

❝♦♥$✉♠♣-✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐$ ❞❡-❡"♠✐♥❡❞ ❜②

ckL = αkL(L)πLckL + αkH(L)πHckH ✭✶✮

❢♦" -❤❡ L -②♣❡ ❛♥❞ ❜②

ckH = αkL(H)πLckL + αkH(H)πHckH ✭✷✮

❢♦" -❤❡ H -②♣❡✱ ✇✐-❤ k = 1, 2✳ ❆$ ✐♥ ♣"❡✈✐♦✉$ ✇♦"❦ ✇❡ ❛$$✉♠❡ -❤❛- -❤❡ "❡❢❡"❡♥❝❡ ❝♦♥$✉♠♣-✐♦♥ ❧❡✈❡❧$

❛"❡ -"❡❛-❡❞ ❛$ ❡①♦❣❡♥♦✉$ -♦ -❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳ ❚❤❡ ✐♥-✉✐-✐♦♥ ❢♦" -❤✐$ ❛$$✉♠♣-✐♦♥ ✐$ -❤❛- ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧$

❝♦♥$✐❞❡" -❤❡✐" ♦✇♥ ❝♦♥-"✐❜✉-✐♦♥ -♦ -❤❡ "❡❢❡"❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧$ ❛$ ❡①-"❡♠❡❧② $♠❛❧❧✳

❍✐❣❤❧② "❡❧❡✈❛♥- ❢♦" ♦✉" ❛♥❛❧②$✐$ ❧❛-❡" ♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ -❤❡ ♥♦♥♥❡❣❛-✐✈❡ ✇❡✐❣❤-$ αkL(i) ❛♥❞ αkH(i)✱

k = 1, 2 ❛♥❞ i = L,H✳ ❖❜$❡"✈❡ -❤❛- -❤❡ "❡❢❡"❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧$ ♦❢ -❤❡ -✇♦ -②♣❡$ ❞✐✛❡" ✐♥ ❣❡♥❡"❛❧✱ ✐✳❡✳

❛♥ L -②♣❡ ❝♦♠♣❛"❡$ ❤✐$✴❤❡" ♦✇♥ ❝♦♥$✉♠♣-✐♦♥ -♦ ❛ ❞✐✛❡"❡♥- "❡❢❡"❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ -❤❛♥ ❛♥ H -②♣❡✳ ❖♥❧②

✐❢ αki(L) = αki(H) -❤❡ "❡❢❡"❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧$ ♦❢ -❤❡ -✇♦ -②♣❡$ ❛"❡ ✐❞❡♥-✐❝❛❧✳ ❋✉"-❤❡" ♥♦-❡ -❤❛- -❤❡

❝♦♥$✉♠♣-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ -✇♦ -②♣❡$ ✐$ ❛❧❧♦✇❡❞ -♦ ❜❡ ✇❡✐❣❤-❡❞ ❞✐✛❡"❡♥-❧② ✐♥ -❤❡ ❢♦"♠❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ "❡❢❡"❡♥❝❡

❧❡✈❡❧ ❛$ ✐♥ ❣❡♥❡"❛❧ αkL(i) 6= αkH(i)✳ ❚❤✐$ ♠❡❛♥$ -❤❛- -❤❡ ❝♦♥$✉♠♣-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ H -②♣❡$ ♠✐❣❤- ❜❡

✇❡✐❣❤-❡❞ ❤✐❣❤❡" ✭❧♦✇❡"✮ ✐♥ -❤❡ ❢♦"♠❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ "❡❢❡"❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧$ -❤❛♥ -❤❡ ❝♦♥$✉♠♣-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ L

-②♣❡$✳

■♥ ✐-$ $✐♠♣❧❡$- ❢♦"♠ ✇❤❡"❡ ❛❧❧ ✇❡✐❣❤-$ ❛"❡ ❡>✉❛❧ -♦ ♦♥❡✱ "❡❢❡"❡♥❝❡ ❝♦♥$✉♠♣-✐♦♥ ❧❡✈❡❧$ ❛"❡ ❡>✉❛❧

✽

❲❡ ✉#❡ $❤❡ ✐♥❞❡① j = 1, 2, 3 ✇❤❡♥ ✇❡ $❛❧❦ ❛❜♦✉$ ❛❧❧ ❝♦♠♠♦❞✐$✐❡# ❛♥❞ $❤❡ ✐♥❞❡① k = 1, 2 ✇❤❡♥ ✇❡ $❛❧❦ ❛❜♦✉$ $❤❡
♣♦#✐$✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠♦❞✐$✐❡#✳

✻



 ♦  ❤❡ ❛✈❡&❛❣❡ ❝♦♥*✉♠♣ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ *♣❡❝✐✜❝ ❝♦♠♠♦❞✐ ② ✐♥  ❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ■♥  ❤❛ ❝❛*❡ ❜♦ ❤  ②♣❡*

❢❛❝❡  ❤❡ *❛♠❡ &❡❢❡&❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧* ❛♥❞  ❤❡✐& ❝♦♥*✉♠♣ ✐♦♥ ✐* ✇❡✐❣❤ ❡❞ ❡8✉❛❧❧② ✐♥  ❤❡ ❢♦&♠❛ ✐♦♥ ♦❢ cki✱

k = 1, 2 ❛♥❞ i = L,H✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ♦✉& ❢♦&♠✉❧❛ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ &❡❢❡&❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧* ✐* ❛❧*♦ ✢❡①✐❜❧❡ ❡♥♦✉❣❤  ♦

✐♠♣❧❡♠❡♥ ♦ ❤❡& ✈❛&✐❛♥ * ❞✐*❝✉**❡❞ ✐♥  ❤❡ ❧✐ ❡&❛ ✉&❡✱ *✉❝❤ ❛* ✉♣✇❛&❞ ❝♦♠♣❛&✐*♦♥ ♦& ✇✐ ❤✐♥✲❣&♦✉♣

❝♦♠♣❛&✐*♦♥✱ ❥✉* ❜② ❛❞❛♣ ✐♥❣ ✇❡✐❣❤ * ♣&♦♣❡&❧②✳

✾

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡❛&❧✐❡& ❝♦♥ &✐❜✉ ✐♦♥*  ♦  ❤❡ ❧✐ ❡&❛ ✉&❡ ✭❡✳❣✳✱ ❆❦❡&❧♦❢✱ ✭✶✾✾✼✮❀ ❈♦&♥❡♦ ❛♥❞ ❏❡❛♥♥❡✱ ✭✶✾✾✼✮❀

❆&♦♥**♦♥ ❛♥❞ ❏♦❤❛♥**♦♥✲❙ ❡♥♠❛♥✱ ✭✷✵✵✽✱ ✷✵✶✵✮✮ &❡❧❛ ✐✈❡ ❝♦♥❝❡&♥* ❛&❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛*  ❤❡ ❞✐✛❡&❡♥❝❡

❜❡ ✇❡❡♥ ♦✇♥ ❝♦♥*✉♠♣ ✐♦♥ ❛♥❞  ❤❡ &❡❢❡&❡♥❝❡ ❝♦♥*✉♠♣ ✐♦♥ ❧❡✈❡❧* c1i ❛♥❞ c2i✱ ✐✳❡✳ ❜② ∆1i = c1i − c1i

❛♥❞ ∆2i = c2i − c2i✱ i = L,H✳ ❚❤✉*✱ ✐♥ ❛❞❞✐ ✐♦♥  ♦ ♦✇♥ ❝♦♥*✉♠♣ ✐♦♥ ❛♥❞ ❧❛❜♦& *✉♣♣❧②✱ ∆1i

❛♥❞ ∆2i ❜❡❝♦♠❡ ♣❛& ♦❢  ❤❡ ✉ ✐❧✐ ② ❢✉♥❝ ✐♦♥✳ ❇♦ ❤  ②♣❡* ❤❛✈❡  ❤❡ *❛♠❡ * &✐❝ ❧② ❝♦♥❝❛✈❡ ✉ ✐❧✐ ②

❢✉♥❝ ✐♦♥✱ u(c1i, c2i, c3i, li,∆1i,∆2i)✱ ✇✐ ❤ ✜&* ♣❛& ✐❛❧ ❞❡&✐✈❛ ✐✈❡* ❜❡✐♥❣ ♣♦*✐ ✐✈❡ ✇✐ ❤ &❡*♣❡❝  ♦

c1i, c2i, c3i,∆1i,∆2i ❛♥❞ ♥❡❣❛ ✐✈❡ ✇✐ ❤ &❡*♣❡❝  ♦ li✳
✶✵

❚❤✐* ✐♠♣❧✐❡*  ❤❛  ❤❡ ✉ ✐❧✐ ② ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

i ❞❡❝&❡❛*❡* ✇✐ ❤ c1i ❛♥❞ c2i✳ ❚❤✉*✱  ❤❡ ❝♦♥*✉♠♣ ✐♦♥ ♦❢ ❣♦♦❞ 1 ❛♥❞ 2 ❣❡♥❡&❛ ❡* ✇❤❛ ✇❡ ❝❛❧❧ ❛

♣♦*✐ ✐♦♥❛❧ ❡① ❡&♥❛❧✐ ②✱ *✐♥❝❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧* ❞♦ ♥♦  ❛❦❡ ✐♥ ♦ ❛❝❝♦✉♥  ❤❡ ❡✛❡❝  ❤❡✐& ♦✇♥ ❝♦♥*✉♠♣✲

 ✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐ ✐❡* 1 ❛♥❞ 2 ❤❛* ♦♥ ♦ ❤❡&* ✈✐❛  ❤❡ &❡❢❡&❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧*✳ ❚❤❛ ✐*✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥*✉♠✐♥❣

♣♦*✐ ✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠♦❞✐ ✐❡* ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧* ✐♥❝&❡❛*❡  ❤❡ &❡❢❡&❡♥❝❡ ❝♦♥*✉♠♣ ✐♦♥ ❧❡✈❡❧*✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦&*❡♥*  ❤❡

&❡❧❛ ✐✈❡ ♣♦*✐ ✐♦♥ ♦❢ ♦ ❤❡& ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧*✳

❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧*✬ ♠❛①✐♠✐③❛ ✐♦♥ ♣&♦❜❧❡♠ ✐* ❜&♦❦❡♥ ✐♥ ♦  ✇♦ * ❡♣*✳ ■♥ ❛ ✜&* * ❡♣✱ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

i ❛❧❧♦❝❛ ❡* ❛ ✜①❡❞ ❛♠♦✉♥ ♦❢ ♥❡ ✐♥❝♦♠❡ xi ♦✈❡&  ❤❡ ❝♦♥*✉♠♣ ✐♦♥ ❣♦♦❞*✳ ❈♦♥*✉♠❡& ♣&✐❝❡* ❛&❡

❞❡♥♦ ❡❞ ❜② pj = 1 + τj ✱ j = 1, 2, 3✱ ✐✳❡✳  ❤❡ ❣♦✈❡&♥♠❡♥ ✐♠♣♦*❡* ❛ ♣&♦♣♦& ✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠♦❞✐ ②  ❛①

τj ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢  ❤❡  ❤&❡❡ ❝♦♠♠♦❞✐ ✐❡*✳ ▼❛①✐♠✐③✐♥❣ ✉ ✐❧✐ ② *✉❜❥❡❝  ♦  ❤❡ ♣&✐✈❛ ❡ ❜✉❞❣❡ ❝♦♥* &❛✐♥ 

②✐❡❧❞* ❝♦♥❞✐ ✐♦♥❛❧ ✐♥❞✐&❡❝ ✉ ✐❧✐ ② ❢♦& ❣✐✈❡♥ ❣&♦** ❛♥❞ ♥❡ ✐♥❝♦♠❡✿

vi(xi, zi, p1, p2, p3, c1i, c2i) ≡ max
c1i,c2i,c3i

{u(c1i, c2i, c3i, zi/ωi,∆1i,∆2i) |p1c1i + p2c2i + p3c3i ≤ xi} .

✭✸✮

❙♦❧✈✐♥❣  ❤❡ ♣&✐✈❛ ❡ ♠❛①✐♠✐③❛ ✐♦♥ ♣&♦❜❧❡♠ ❞❡*❝&✐❜❡❞ ❜② ✭✸✮ ②✐❡❧❞* ❝♦♥❞✐ ✐♦♥❛❧ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝ ✐♦♥*

cji = cji(xi, zi, p1, p2, p3, c1i, c2i), ✭✹✮

✾

❯♣✇❛$❞ ❝♦♠♣❛$✐*♦♥ ♠❡❛♥* -❤❛- ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧* ❝♦♠♣❛$❡ -❤❡♠*❡❧✈❡* -♦ ♦-❤❡$ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧* ❛❜♦✈❡ -❤❡♠ ✐♥ -❤❡ ✐♥❝♦♠❡

❞✐*-$✐❜✉-✐♦♥ ✇❤❡$❡❛* ✇✐-❤✐♥✲❣$♦✉♣ ❝♦♠♣❛$✐*♦♥ ♠❡❛♥* -❤❛- ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧* ❝♦♠♣❛$❡ -❤❡♠*❡❧✈❡* -♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧* ✐♥ -❤❡

*❛♠❡ ✐♥❝♦♠❡ ❣$♦✉♣✳

✶✵

❆* ✐♥ ♠♦*- ♦-❤❡$ *-✉❞✐❡* ❧❡✐*✉$❡ ✐* ❛**✉♠❡❞ -♦ ❜❡ ♥♦♥♣♦*✐-✐♦♥❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐* ❥✉*-✐✜❡❞ ❜② ❛ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❡♠♣✐$✐❝❛❧

$❡*✉❧-* ✭❡✳❣✳ ❈❛$❧**♦♥ ❡- ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✮✳ ❆♥ ❡①❝❡♣-✐♦♥ ✐* ❆$♦♥**♦♥ ❛♥❞ ❏♦❤❛♥**♦♥✲❙-❡♥♠❛♥ ✭✷✵✵✾✮✱ ✇❤♦ ❛**✉♠❡ -❤❛-

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧* ❝❛$❡ ❛❜♦✉- ❜♦-❤ $❡❧❛-✐✈❡ ❝♦♥*✉♠♣-✐♦♥ ❛♥❞ $❡❧❛-✐✈❡ ❧❡✐*✉$❡✳

✼



j = 1, 2, 3 ❛♥❞ i = L,H✳ ❖❜&❡(✈❡ *❤❛* ✐♥ ❣❡♥❡(❛❧ *❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦( ❛❧❧ ❝♦♠♠♦❞✐*✐❡& ❞❡♣❡♥❞& ♦♥ *❤❡

(❡❢❡(❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧& c1i ❛♥❞ c2i✳

■♥ ❛ &❡❝♦♥❞ &*❡♣✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧& ❞❡*❡(♠✐♥❡ *❤❡✐( ♦♣*✐♠❛❧ ❧❛❜♦( &✉♣♣❧② ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❝♦♥❞✐*✐♦♥❛❧

✐♥❞✐(❡❝* ✉*✐❧✐*② vi(xi, zi, p1, p2, p3, c1i, c2i) &✉❜❥❡❝* *♦ *❤❡ ❜✉❞❣❡* ❡;✉❛*✐♦♥ xi = zi − T (zi)✱ ✇❤❡(❡

T (zi) ❞❡♥♦*❡& *❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛( ✐♥❝♦♠❡ *❛① ❢✉♥❝*✐♦♥✳ ❆&&✉♠✐♥❣ *❤❛* *❤❡ ✐♥❝♦♠❡ *❛① ❢✉♥❝*✐♦♥ ✐& ❞✐✛❡(✲

❡♥*✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❧❡**✐♥❣ *❤❡ ♠❛(❣✐♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡ *❛① (❛*❡ ❜❡ ❞❡♥♦*❡❞ ❜② T ′(zi)✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧& ❝❤♦♦&❡ *❤❡✐(

❧❛❜♦( &✉♣♣❧② &✉❝❤ *❤❛*

T ′(zi) = 1 +
∂vi/∂zi

∂vi/∂xi
. ✭✺✮

❚❤❡ ❣♦✈❡&♥♠❡♥)✬+ ♣&♦❜❧❡♠

❚❤❡ ❣♦✈❡(♥♠❡♥*✬& ♦❜❥❡❝*✐✈❡ ✐& *♦ ❞❡&✐❣♥ ❛ *❛① &②&*❡♠✱ ❝♦♥&✐&*✐♥❣ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡(❛❧ ✐♥❝♦♠❡ *❛① ❛♥❞

♣(♦♣♦(*✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠♦❞✐*② *❛①❡& τ1, τ2, τ3✱ *❤❛* ♠❛①✐♠✐③❡& ❛ ✇❡✐❣❤*❡❞ &✉♠ ♦❢ *❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧&✬ ✉*✐❧✐*②

&✉❜❥❡❝* *♦ ❛ (❡&♦✉(❝❡ ❝♦♥&*(❛✐♥* ❛♥❞ ❛ &❡❧❢✲&❡❧❡❝*✐♦♥ ❝♦♥&*(❛✐♥*✱ ❛♥❞ *❤❛* *❛❦❡& ✐♥*♦ ❛❝❝♦✉♥* *❤❡

♣♦&✐*✐♦♥❛❧ ❡①*❡(♥❛❧✐*✐❡& ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② *❤❡ ❝♦♥&✉♠♣*✐♦♥ ♦❢ ❣♦♦❞& 1 ❛♥❞ 2✳ ❚❤❡ ♣(♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ *❤❡

♦♣*✐♠❛❧ ✐♥❝♦♠❡ *❛① &❝❤❡❞✉❧❡ ❝❛♥ ❡;✉✐✈❛❧❡♥*❧② ❜❡ &*❛*❡❞ ❜② ❞❡*❡(♠✐♥✐♥❣ *❤❡ ♦♣*✐♠❛❧ ❣(♦&& ❛♥❞ ♥❡*

✐♥❝♦♠❡ ❜✉♥❞❧❡& xi, zi ❢♦( ❡❛❝❤ *②♣❡✳ ❚❤✉&✱ *❤❡ ♦♣*✐♠❛❧ ✐♥❝♦♠❡ *❛① ❢♦( *❤❡ *✇♦ *②♣❡& ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧&

✐& ❞❡*❡(♠✐♥❡❞ ✐♠♣❧✐❝✐*❧② ❛& *❤❡ ❞✐✛❡(❡♥❝❡ zi−xi✱ i = L,H✳ ◆♦*❡ *❤❛* *❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ *❛① ✐♥&*(✉♠❡♥*&

❛(❡ ❝♦♠♣❧❡*❡❧② ❞❡*❡(♠✐♥❡❞ ❜② *❤❡ ✐♥❢♦(♠❛*✐♦♥ &*(✉❝*✉(❡ ♦❢ *❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚②♣❡ &♣❡❝✐✜❝ ✜(&*✲❜❡&*

❧✉♠♣✲&✉♠ *❛①❡& ❛(❡ ♥♦* ❢❡❛&✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉&❡ ❡❛(♥✐♥❣ ❛❜✐❧✐*✐❡& ωi ❛♥❞ ❧❛❜♦( &✉♣♣❧② li ❛(❡ ♥♦* ♦❜&❡(✈❛❜❧❡

*♦ *❤❡ ❣♦✈❡(♥♠❡♥*✳ ❖♥❧② ❣(♦&& ✐♥❝♦♠❡ zi ❛♥❞ *❤❡ ❞✐&*(✐❜✉*✐♦♥ ♦❢ *②♣❡& ❛(❡ ♦❜&❡(✈❛❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐&

✇❤② *❤❡ ❣♦✈❡(♥♠❡♥* ❤❛& *♦ ✉&❡ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛( ✐♥❝♦♠❡ *❛① ❛& ❛ &❡❝♦♥❞✲❜❡&* ✐♥&*(✉♠❡♥*✳ ❋✉(*❤❡(✱

❝♦♥&✉♠♣*✐♦♥ ✐& ❛&&✉♠❡❞ *♦ ❜❡ ♦❜&❡(✈❛❜❧❡ ♦♥❧② ✐♥ *❤❡ ❛❣❣(❡❣❛*❡✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥&✉♠♣*✐♦♥

❧❡✈❡❧& ❛(❡ ♣(✐✈❛*❡ ✐♥❢♦(♠❛*✐♦♥✳ ■♥ ♦*❤❡( ✇♦(❞& *❤❡ ❣♦✈❡(♥♠❡♥* ❞♦❡& ♥♦* ❦♥♦✇ ✇❤♦ ❜✉②& ❤♦✇ ♠✉❝❤

♦❢ ✇❤❛* ❣♦♦❞✳ ❆& ❛ ❝♦♥&❡;✉❡♥❝❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛( ❝♦♠♠♦❞✐*② *❛①❡& ❛(❡ ♥♦* ❢❡❛&✐❜❧❡✱ ❛♥❞ *❤❡ ❣♦✈❡(♥♠❡♥*

❝❛♥ *❛① ❝♦♥&✉♠♣*✐♦♥ ♦♥❧② ❛* ❛ ♣(♦♣♦(*✐♦♥❛❧ (❛*❡✳

❚❤❡ ✉*✐❧✐*❛(✐❛♥ &♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛(❡ ❢✉♥❝*✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐& *❤❡ ♦❜❥❡❝*✐✈❡ ❢✉♥❝*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛*✐♦♥

♣(♦❜❧❡♠ ♦❢ *❤❡ ❣♦✈❡(♥♠❡♥*✱ (❡❛❞&

max
τ1,τ2,τ3,xi,zi,c1i,c2i,i=L,H

fLvL(xL, zL, p1, p2, p3, c1L, c2L)+fHvH(xH , zH , p1, p2, p3, c1H , c2H), ✭✻✮

✇❤❡(❡ fL ❛♥❞ fH ✱ ✇✐*❤ fL ≥ fH ≥ 0✱ (❡♣(❡&❡♥* *❤❡ ✇❡✐❣❤*& ♦❢ *❤❡ *✇♦ *②♣❡& ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧&

✽



✐♥❝❧✉❞✐♥❣ '❤❡ ❢+❛❝'✐♦♥. πL ❛♥❞ πH ✳ ❲❡ ❛..✉♠❡ '❤❛' '❤❡ ❛❣❡♥' ♠♦♥♦'♦♥✐❝✐'② ❝♦♥❞✐'✐♦♥ ✐. ❢✉❧✜❧❧❡❞✱

♠❡❛♥✐♥❣ '❤❛' MRSL
zx > MRSH

zx ❤♦❧❞. ❛' ❛♥② ✈❡❝'♦+ (z, x)✱ ✇❤❡+❡ MRSi
zx ✐. ❞❡✜♥❡❞ ❛. MRSi

zx ≡

−(∂vi/∂zi)/(∂vi/∂xi)✳ ❚❤✐. ✐♠♣❧✐❡. '❤❛' ❢♦+ ❛♥② ✐♥❝♦♠❡ '❛① ❢✉♥❝'✐♦♥ '❤❡ ❤✐❣❤✲❛❜❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞♦❡.

♥♦' ❝❤♦♦.❡ '♦ ❡❛+♥ ❧❡.. ✐♥❝♦♠❡ '❤❛♥ '❤❡ ❧♦✇✲❛❜❧❡✳

❚❤❡ +❡.♦✉+❝❡ ❝♦♥.'+❛✐♥' +❡❛❞.

πL(zL − xL) + πH(zH − xH) +
∑

j=1,2,3

τj(πLcjL + πHcjH) ≥ g, ✭✼✮

✐✳❡✳ '❛① +❡✈❡♥✉❡. ❤❛✈❡ '♦ ❜❡ +❛✐.❡❞ '♦ ✜♥❛♥❝❡ ❡①♦❣❡♥♦✉. ♣✉❜❧✐❝ .♣❡♥❞✐♥❣ g✳ ■♥ ❛❞❞✐'✐♦♥ '❤❡

❣♦✈❡+♥♠❡♥' ✐. ❝♦♥.'+❛✐♥❡❞ ❜② ❛ .❡❧❢✲.❡❧❡❝'✐♦♥ ❝♦♥.'+❛✐♥'✱ ✇❤✐❝❤ ✐. ❣✐✈❡♥ ❜②

vH(xH , zH , p1, p2, p3, c1H , c2H) ≥ vH(xL, zL, p1, p2, p3, c1L, c2L). ✭✽✮

■' ❣✉❛+❛♥'❡❡. '❤❛' '❤❡ ❤✐❣❤✲❛❜❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞♦❡. ♥♦' ♣+❡❢❡+ '❤❡ ❜✉♥❞❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐. ❞❡.✐❣♥❡❞ ❢♦+ '❤❡

❧♦✇✲❛❜❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳ ❚❤❡ ❝♦♥.'+❛✐♥' '❤❛' '❤❡ ▲ '②♣❡ ❞♦❡. ♥♦' ♠✐♠✐❝ '❤❡ ❍ '②♣❡ ✐. ♥♦' ❜✐♥❞✐♥❣

✐♥ '❤❡ ♦♣'✐♠✉♠ ❛♥❞ '❤❡+❡❢♦+❡ ♥❡❣❧❡❝'❡❞✱ ❣✐✈❡♥ '❤❛' ✇❡ +❡.'+✐❝' '❤❡ ❛♥❛❧②.✐. '♦ ❝❛.❡.✱ ✇❤❡+❡ '❤❡

❣♦✈❡+♥♠❡♥' ✇❛♥'. '♦ +❡❞✐.'+✐❜✉'❡ ❢+♦♠ ❤✐❣❤✲ '♦ ❧♦✇✲❛❜✐❧✐'② ♣❡+.♦♥.✳ ❖❜.❡+✈❡ '❤❛' ✇❡ ❛..✉♠❡ '❤❛'

'❤❡ +❡❢❡+❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧. ❢♦+ '❤❡ ♠✐♠✐❝❦❡+ ❛♥❞ '❤❡ ▲ '②♣❡. ❛+❡ ✐❞❡♥'✐❝❛❧✱ ✐✳❡✳ '②♣❡ H ✇❤❡♥ ♠✐♠✐❝❦✐♥❣

❝♦♠♣❛+❡. ❤✐.✴❤❡+ ❝♦♥.✉♠♣'✐♦♥ '♦ ckL✱ k = 1, 2✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❛..✉♠❡ '❤❛' ✐♥❝♦♠❡ ✭❛♥❞ ♥♦' ❛❜✐❧✐'②✮

✐. ❞❡❝✐.✐✈❡ ❢♦+ '❤❡ ❝❤♦.❡♥ +❡❢❡+❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧✳

✶✶

❚♦ ❛❜❜+❡✈✐❛'❡ ♥♦'❛'✐♦♥ ✐♥❞✐+❡❝' ✉'✐❧✐'② ♦❢ '❤❡ ♠✐♠✐❝❦❡+

✐. ❞❡♥♦'❡❞ ❜② vH [L] ❛♥❞ ❝♦♥.✉♠♣'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♠✐♠✐❝❦❡+ ❜② cjH [L]✳

■♥ ❛❞❞✐'✐♦♥ '❤❡ ❞❡✜♥✐'✐♦♥. ♦❢ '❤❡ +❡❢❡+❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧. ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮ ❛+❡ '❛❦❡♥ ✐♥'♦ ❛❝❝♦✉♥' ❛.

.❡♣❛+❛'❡ ✭❡H✉❛❧✐'②✮ ❝♦♥.'+❛✐♥'.✳ ❚❤❡ ▲❛❣+❛♥❣❡ ♠✉❧'✐♣❧✐❡+. ❢♦+ '❤❡ +❡.♦✉+❝❡ ❛♥❞ '❤❡ .❡❧❢✲.❡❧❡❝'✐♦♥

❝♦♥.'+❛✐♥' ❛+❡ ❞❡♥♦'❡❞ ❜② λ ❛♥❞ µ✱ +❡.♣❡❝'✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ '❤❡ ♠✉❧'✐♣❧✐❡+. ❢♦+ '❤❡ +❡❢❡+❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧. ❛+❡

❣✐✈❡♥ ❜② γ1L, γ1H , γ2L, γ2H ✳ ❚❤❡ ▲❛❣+❛♥❣❡❛♥ ❢✉♥❝'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❣♦✈❡+♥♠❡♥'✬. ♠❛①✐♠✐③❛'✐♦♥ ♣+♦❜❧❡♠

❝❛♥ '❤✉. ❜❡ ✇+✐''❡♥ ❛.

L = fLvL + fHvH + λ[πL(zL − xL) + πH(zH − xH) +
∑

j=1,2,3

τj(πLcjL + πHcjH) − g]

+µ(vH − vH [L]) + γ1L(c1L − α1L(L)πLc1L − α1H(L)πHc1H) + γ1H(c1H

−α1L(H)πLc1L − α1H(H)πHc1H) + γ2L(c2L − α2L(L)πLc2L − α2H(L)πHc2H)

+γ2H(c2H − α2L(H)πLc2L − α2H(H)πHc2H). ✭✾✮

✶✶

❆ !✐♠✐❧❛& ❛!!✉♠♣)✐♦♥ ✐! ♠❛❞❡ ❜② ▼✐❝❤❡❧❡))♦ ✭✷✵✶✵✮✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧!♦ )❤✐♥❦ ♦❢ ❛ !✐)✉❛)✐♦♥ ✇❤❡&❡ )❤❡

♠✐♠✐❝❦❡& ❝♦♥)✐♥✉❡! )♦ ❝♦♠♣❛&❡ ❤✐!✴❤❡& ❝♦♥!✉♠♣)✐♦♥ )♦ )❤❡ &❡❢❡&❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧! ♦❢ )❤❡ H )②♣❡✳ ❆! ♦✉& ♠❛✐♥ &❡!✉❧)!

&❡♠❛✐♥ ✈❛❧✐❞ ✉♥❞❡& ❜♦)❤ ✈❛&✐❛♥)!✱ ✇❡ ❝❤♦!❡ )❤❡ ♦♥❡ )❤❛) !❡❡♠! ♠♦&❡ ♣❧❛✉!✐❜❧❡ )♦ ✉!✳
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❚❤❡ ❣♦✈❡&♥♠❡♥) ♠❛①✐♠✐③❡. )❤❡ ▲❛❣&❛♥❣❡❛♥ ✇✐)❤ &❡.♣❡❝) )♦ xi, zi, τj ❛♥❞ ❛❧.♦ ✇✐)❤ &❡.♣❡❝) )♦

cki✳ ❚❤❡ ✜&.)✲♦&❞❡& ❝♦♥❞✐)✐♦♥. ❢♦& )❤✐. ♠❛①✐♠✐③❛)✐♦♥ ♣&♦❜❧❡♠ ❛&❡ ♣&♦✈✐❞❡❞ ✐♥ )❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳ ❚♦

.✉♠♠❛&✐③❡✱ )❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ )❤❡ ❣♦✈❡&♥♠❡♥) ✐. )♦ ❞❡.✐❣♥ ❛ )❛① .②.)❡♠ )❤❛) &❡❞✐.)&✐❜✉)❡. ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ ❛♥

❡✣❝✐❡♥) ✇❛② ❛♥❞ )❤❛) ✐♥)❡&♥❛❧✐③❡. )❤❡ ❡①)❡&♥❛❧✐)✐❡. ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② )❤❡ ❝♦♥.✉♠♣)✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐)✐❡. 1

❛♥❞ 2✳

✸ ❖♣#✐♠❛❧ #❛①❛#✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐#✐❡/

❆. ✐. ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❢&♦♠ )❤❡ ❧✐)❡&❛)✉&❡ ✭❡✳❣✳ A✐&))✐❧B ❛♥❞ ❚✉♦♠❛❧❛✱ ✶✾✾✼❀ ❈&❡♠❡& ❡) ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✱ )❤❡

&❡.✉❧) ❜② ❆)❦✐♥.♦♥ ❛♥❞ ❙)✐❣❧✐)③ ✭✶✾✼✻✮✱ ✇❤✐❝❤ .)❛)❡. )❤❛) ❝♦♠♠♦❞✐)② )❛①❡. ❛&❡ &❡❞✉♥❞❛♥) ✐♥ )❤❡

♣&❡.❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ♦♣)✐♠❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ✐♥❝♦♠❡ )❛① ✐❢ ♣&❡❢❡&❡♥❝❡. ❛&❡ ✇❡❛❦❧② .❡♣❛&❛❜❧❡ ✐♥ ❧❛❜♦& .✉♣♣❧②

❛♥❞ ❝♦♥.✉♠♣)✐♦♥✱ ❞♦❡. ♥♦) ❤♦❧❞ ✐❢ )❤❡&❡ ❛&❡ ❝♦♥.✉♠♣)✐♦♥ ❡①)❡&♥❛❧✐)✐❡.✳ ❚❛①✐♥❣ )❤❡ ❡①)❡&♥❛❧✐)②✲

❣❡♥❡&❛)✐♥❣ ❣♦♦❞ ✐♥❝&❡❛.❡. ✇❡❧❢❛&❡ ❛. )❤✐. ❛❧❧♦✇. )♦ ✐♥)❡&♥❛❧✐③❡ )❤❡ ❡①)❡&♥❛❧✐)②✳ ❋✉&)❤❡&✱ ✐) ❤❛. ❜❡❡♥

.❤♦✇♥ )❤❛) )❤❡ ❛❞❞✐)✐✈✐)② ♣&♦♣❡&)② ❞✐.❝♦✈❡&❡❞ ❜② ❙❛♥❞♠♦ ✭✶✾✼✺✮ ❝♦♥)✐♥✉❡. )♦ ❤♦❧❞ ✐♥ )❤✐. ♠♦&❡

❣❡♥❡&❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ )❤❡ ▼✐&&❧❡❡.✐❛♥ )②♣❡✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐)✐✈✐)② ♣&♦♣❡&)② ❝♦♥.✐.). ♦❢ )✇♦ ❝❤❛&❛❝)❡&✐.)✐❝.✳

❋✐&.)✱ )❤❡ ♣&❡.❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡①)❡&♥❛❧✐)②✲❣❡♥❡&❛)✐♥❣ ❣♦♦❞ ♦♥❧② ❛❧)❡&. )❤❡ )❛① ❢♦&♠✉❧❛ ❢♦& )❤❛) ♣❛&)✐❝✉❧❛&

❣♦♦❞ ❛♥❞ ❧❡❛✈❡. ♦)❤❡& )❛① ✐♥.)&✉♠❡♥). ✉♥❛✛❡❝)❡❞ ❜② )❤❡ ❡①)❡&♥❛❧✐)②✳ ❙❡❝♦♥❞✱ )❤❡ A✐❣♦✉✈✐❛♥ ♣❛&) ♦❢

)❛①❛)✐♦♥ ❛♣♣❡❛&. ❛❞❞✐)✐✈❡❧② ✐♥ )❤❡ )❛① ❢♦&♠✉❧❛✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ✐♥ ❛ &❡❝❡♥) ♣❛♣❡& ▼✐❝❤❡❧❡))♦ ✭✷✵✵✽✮ ❤❛.

.❤♦✇♥ )❤❛) ❢♦& )❤❡ ✬❛❞❞✐)✐✈✐)② ♣&♦♣❡&)②✬ )♦ ❤♦❧❞ ✐♥ )❤✐. ❝♦♥)❡①) ✐) ✐. ❡..❡♥)✐❛❧ )❤❛) )❤❡ ❡①)❡&♥❛❧✐)② ✐.

♦❢ )❤❡ ✬❛)♠♦.♣❤❡&✐❝✬ )②♣❡✳ ■❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧. ♦❢ ❞✐✛❡&❡♥) ❛❜✐❧✐)② ❛&❡ ♥♦) ❡U✉❛❧❧② ❡✛❡❝)✐✈❡ ❛. ❡①)❡&♥❛❧✐)②✲

❣❡♥❡&❛)✐♥❣ ✉♥✐).✱ )❤❡♥ )❤❡ ✬❛❞❞✐)✐✈✐)② ♣&♦♣❡&)②✬ ✐. ✐♥ ❣❡♥❡&❛❧ ✈✐♦❧❛)❡❞ ❛♥❞ ❛ &♦❧❡ ❢♦& ♦)❤❡& )❛①

✐♥.)&✉♠❡♥). ❛&✐.❡. )♦ ✐♥)❡&♥❛❧✐③❡ )❤❡ ❡①)❡&♥❛❧✐)②✳

❲❡ ❣❡♥❡&❛❧✐③❡ )❤✐. ❞✐.❝✉..✐♦♥ )♦ ❛ .❡))✐♥❣ ✇❤❡&❡ )❤❡&❡ ❛&❡ )✇♦ ❡①)❡&♥❛❧✐)②✲❣❡♥❡&❛)✐♥❣ ❣♦♦❞.✱

✇❤✐❧❡ )❤❡ ♣&❡✈✐♦✉. ❧✐)❡&❛)✉&❡ ❝♦♥.✐❞❡&❡❞ ♦♥❧② ♦♥❡ ❡①)❡&♥❛❧✐)②✲❣❡♥❡&❛)✐♥❣ ❣♦♦❞✳ ❚❤✐. ❛❧❧♦✇. ✉. )♦

❛♥❛❧②③❡ )❤❡ ✐♥)❡&❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ )❤❡ )✇♦ ❡①)❡&♥❛❧✐)②✲❣❡♥❡&❛)✐♥❣ ❝♦♠♠♦❞✐)✐❡. ❛♥❞ ✐). ❝♦♥.❡U✉❡♥❝❡.

❢♦& )❤❡ ♦♣)✐♠❛❧ )❛① .)&✉❝)✉&❡✳ ❋✉&)❤❡&✱ ✇❡ ❢♦❝✉. ♦♥ ♣♦.✐)✐♦♥❛❧ ❡①)❡&♥❛❧✐)✐❡.✱ ✇❤❡&❡ ✐♥ ❝♦♥)&❛.) )♦

)❤❡ ✬❛)♠♦.♣❤❡&✐❝✬ )②♣❡ ✐) ✐♥ ❢❛❝) ♠❛))❡&. ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥❝&❡❛.❡. ✇✐)❤ ❤✐.✴❤❡& ❝♦♥.✉♠♣)✐♦♥ )❤❡

❧❡✈❡❧ ♦❢ )❤❡ ❡①)❡&♥❛❧✐)② ✭.❡❡ ❡U✉❛)✐♦♥. ✶ ❛♥❞ ✷✮✳

✸✳✶ ❙❤❛❞♦✇ ♣*✐❝❡.

❲❡ .)❛&) )❤✐. .❡❝)✐♦♥ ✇✐)❤ ❛ ❞✐.❝✉..✐♦♥ ♦❢ )❤❡ .❤❛❞♦✇ ♣&✐❝❡. ♦❢ )❤❡ ❡①)❡&♥❛❧✐)✐❡.✱ ❛. )❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡

✐♠♣♦&)❛♥) ❢♦& ♦✉& ❞✐.❝✉..✐♦♥ ♦❢ ♦♣)✐♠❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❝♦♠♠♦❞✐)② )❛①❡. ❧❛)❡& ♦♥✳ ■♥ )❤❡ ❞❡&✐✈❛)✐♦♥

♦❢ )❤❡ ❡①♣&❡..✐♦♥. ❢♦& )❤❡ .❤❛❞♦✇ ♣&✐❝❡. ✇❡ ❡①)❡♥❞ )❤❡ ❛♣♣&♦❛❝❤ ❜② A✐&))✐❧B ❛♥❞ ❚✉♦♠❛❧❛ ✭✶✾✾✼✮✱
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✇❤✐❝❤ ✇❡ ❣❡♥❡'❛❧✐③❡ ❢♦' ♦✉' ♣✉'♣♦/❡/✳ ▲❡2 2❤❡ /❤❛❞♦✇ ♣'✐❝❡/ ✭♠❡❛/✉'❡❞ ✐♥ 2❡'♠/ ♦❢ 2❤❡ ❣♦✈❡'♥♠❡♥2✬/

2❛① '❡✈❡♥✉❡/✮ ❜❡ ❞❡♥♦2❡❞ ❜② γki/λ✱ k = 1, 2 ❛♥❞ i = L,H✱ ❛♥❞ ❧❡2 2❤❡ ♠❛'❣✐♥❛❧ '❛2❡ ♦❢ /✉❜/2✐2✉2✐♦♥

❜❡2✇❡❡♥ cki ❛♥❞ xi ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

MWPki ≡ −
∂vi/∂cki

∂vi/∂xi
. ✭✶✵✮

■2 ❝❛♥ ❜❡ ✐♥2❡'♣'❡2❡❞ ❛/ 2❤❡ ♠❛'❣✐♥❛❧ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡// 2♦ ♣❛② ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i 2♦ '❡❞✉❝❡ 2❤❡ '❡❢❡'❡♥❝❡

❝♦♥/✉♠♣2✐♦♥ ❧❡✈❡❧ cki ❜② ♦♥❡ ✉♥✐2✳ ▲❡♠♠❛ ✶ ❞❡/❝'✐❜❡/ 2❤❡ /②/2❡♠ ♦❢ ❡A✉❛2✐♦♥/ 2❤❛2 ❞❡2❡'♠✐♥❡/

2❤❡ /❤❛❞♦✇ ♣'✐❝❡/ ♦❢ 2❤❡ ❡①2❡'♥❛❧✐2✐❡/✳

▲❡♠♠❛ ✶ ✿ ■♥ ♦✉' ♠♦❞❡❧ 2❤❡ /❤❛❞♦✇ ♣'✐❝❡/ ♦❢ 2❤❡ ❡①2❡'♥❛❧✐2✐❡/ ♠❡❛/✉'❡❞ ✐♥ 2❡'♠/ ♦❢ 2❛① '❡✈✲

❡♥✉❡/ ❛'❡ ❞❡2❡'♠✐♥❡❞ ❜② 2❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ /②/2❡♠ ♦❢ ❡A✉❛2✐♦♥/✿

A











γ1L/λ

γ2L/λ

γ1H/λ

γ2H/λ











=











πLMWP1L − µ
λ

∂vH [L]
∂xL

(MWP1H [L] −MWP1L) − πL

∑

j=1,2,3 τj
∂ccom

jL

∂c1L

πLMWP2L − µ
λ

∂vH [L]
∂xL

(MWP2H [L] −MWP2L) − πL

∑

j=1,2,3 τj
∂ccom

jL

∂c2L

πHMWP1H − πH

∑

j=1,2,3 τj
∂ccom

jH

∂c1H

πHMWP2H − πH

∑

j=1,2,3 τj
∂ccom

jH

∂c2H











, ✭✶✶✮

✇❤❡'❡ ❝♦♠♣❡♥/❛2❡❞ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦' ❝♦♠♠♦❞✐2② j ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ✐/ ❞❡♥♦2❡❞ ❜② ccom
ji ✳ ❲❡ ❝❛❧❧ A ❛

❢❡❡❞❜❛❝❦ ♠❛2'✐①✱ ✇❤✐❝❤ ✐/ ❣✐✈❡♥ ❜②

A =











(1 − α1L(L)πL
∂ccom

1L

∂c1L
) −α2L(L)πL

∂ccom
2L

∂c1L
−α1L(H)πL

∂ccom
1L

∂c1L
−α2L(H)πL

∂ccom
2L

∂c1L

−α1L(L)πL
∂ccom

1L

∂c2L
(1 − α2L(L)πL

∂ccom
2L

∂c2L
) −α1L(H)πL

∂ccom
1L

∂c2L
−α2L(H)πL

∂ccom
2L

∂c2L

−α1H(L)πH
∂ccom

1H

∂c1H
−α2H(L)πH

∂ccom
2H

∂c1H
(1 − α1H(H)πH

∂ccom
1H

∂c1H
) −α2H(H)πH

∂ccom
2H

∂c1H

−α1H(L)πH
∂ccom

1H

∂c2H
−α2H(L)πH

∂ccom
2H

∂c2H
−α1H(H)πH

∂ccom
1H

∂c2H
(1 − α2H(H)πH

∂ccom
2H

∂c2H
)











.

 !♦♦❢ ✿ ❆ ❞❡'✐✈❛2✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶ ✐/ ♣'♦✈✐❞❡❞ ✐♥ 2❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

❆/ ✐/ /❤♦✇♥ ✐♥ 2❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✱ ▲❡♠♠❛ ✶ ❢♦❧❧♦✇/ ❢'♦♠ 2❤❡ ✜'/2✲♦'❞❡' ❝♦♥❞✐2✐♦♥/ ♦❢ 2❤❡ ❣♦✈❡'♥✲

♠❡♥2✬/ ♠❛①✐♠✐③❛2✐♦♥ ♣'♦❜❧❡♠✳ ❆❧2♦❣❡2❤❡' 2❤❡'❡ ❛'❡ ❢♦✉' /❤❛❞♦✇ ♣'✐❝❡/✱ 2✇♦ ❢♦' ❡❛❝❤ 2②♣❡✳ ❚❤❡②

❝❛♥ ❜❡ ✐♥2❡'♣'❡2❡❞ ❛/ 2❤❡ /♦❝✐❛❧ ❤❛'♠ ♦' ❣❛✐♥ ♦❢ ❛ /♣❡❝✐✜❝ ❡①2❡'♥❛❧✐2② ♠❡❛/✉'❡❞ ✐♥ 2❡'♠/ ♦❢ 2❛①

'❡✈❡♥✉❡/✳

▲❡♠♠❛ ✶ '❡✈❡❛❧/ /♦♠❡ ✐♥2❡'❡/2✐♥❣ ✐♠♣❧✐❝❛2✐♦♥/ ♦❢ ♦✉' ♠✉❧2✐✲❡①2❡'♥❛❧✐2② /❡22✐♥❣✳ ❚❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦

♠❛2'✐① A ✐/ ❛ ❣❡♥❡'❛❧✐③❛2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♣❛'❛♠❡2❡' ❞✐/❝✉//❡❞ ❜② H✐'22✐❧I ❛♥❞ ❚✉♦♠❛❧❛ ✭✶✾✾✼✮ ❢♦'
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 ❤❡ ❝❛%❡ ✇❤❡'❡ ♦♥❧②  ❤❡ ❝♦♥%✉♠♣ ✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ❣♦♦❞ ❝❛✉%❡% ❛♥ ❡① ❡'♥❛❧✐ ② ❛♥❞ ✇❤❡'❡ ❜♦ ❤  ②♣❡% ❢❛❝❡

 ❤❡ %❛♠❡ ❡① ❡'♥❛❧✐ ②✳ ■ ❝❛♣ ✉'❡%  ❤❡ ✇❡✐❣❤ ❡❞ '❡❛❝ ✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❡♥%❛ ❡❞ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦'  ❤❡ ❡① ❡'♥❛❧✐ ②✲

❣❡♥❡'❛ ✐♥❣ ❝♦♠♠♦❞✐ ✐❡% 1 ❛♥❞ 2 ✐♥ ❝❛%❡ ♦❢ ❛ ♠❛'❣✐♥❛❧ ✐♥❝'❡❛%❡ ♦❢  ❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛ %♣❡❝✐✜❝ ❡① ❡'♥❛❧✐ ②✳

■❢  ❤♦%❡ ❡✛❡❝ % ❛'❡ ♥♦♥③❡'♦✱ ✐✳❡✳ ✐❢ ∂ccom
1i /∂c2i 6= 0 ❛♥❞ ∂ccom

2i /∂c1i 6= 0✱  ❤❡♥  ❤❡ %❤❛❞♦✇ ♣'✐❝❡%

❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♦ ❤❡'✳ ❚❤❛ ✐%✱  ❤❡ %♦❝✐❛❧ ❤❛'♠ ♦' ❣❛✐♥ ♦❢ ❛ %♣❡❝✐✜❝ ❡① ❡'♥❛❧✐ ② ❛❧%♦ ❞❡♣❡♥❞% ♦♥

 ❤❡ %♦❝✐❛❧ ❤❛'♠ ♦' ❣❛✐♥ ♦❢  ❤❡ ♦ ❤❡' ❡① ❡'♥❛❧✐ ✐❡%✳

❖♥  ❤❡ '✐❣❤ ✲❤❛♥❞ %✐❞❡ ♦❢ ✭✶✶✮ ♦♥❡ ❝❛♥ %❡❡  ❤❛ γkL/λ ❛♥❞ γkH/λ✱ k = 1, 2✱ ❞✐✛❡' ✐♥ ♦♥❡

✐♠♣♦' ❛♥ ❛%♣❡❝ ✳ ❚❤❡ %❤❛❞♦✇ ♣'✐❝❡% ♦❢  ❤❡ H  ②♣❡% ❝♦♥ ❛✐♥ ♥♦ ✐♠♣❛❝ ♦♥  ❤❡ %❡❧❢✲%❡❧❡❝ ✐♦♥

❝♦♥% '❛✐♥ ✳ ❚❤✐% ✐% ❜❡❝❛✉%❡ ♦❢ ♦✉' ❛%%✉♠♣ ✐♦♥  ❤❛ ❛ ❤✐❣❤✲❛❜❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❤❡♥ ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ ❝♦♠♣❛'❡%

❤✐%✴❤❡' ❝♦♥%✉♠♣ ✐♦♥  ♦  ❤❡ '❡❢❡'❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧% ♦❢  ❤❡ L  ②♣❡%✳ ❚❤❡ %✐❣♥ ♦❢  ❤❡ %❡❧❢✲%❡❧❡❝ ✐♦♥ ❜❛%❡❞

♣❛' 

µ
λ

∂vH [L]
∂xL

(MWPkH [L] −MWPkL) ✐% ❛♠❜✐❣✉♦✉%✳ ■ ❞❡♣❡♥❞% ♦♥ ✇❤❡ ❤❡'  ❤❡ ♠✐♠✐❝❦❡' ♦'  ❤❡

L✲ ②♣❡ ❤❛% ❛ ❤✐❣❤❡' ♠❛'❣✐♥❛❧ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡%%  ♦ ♣❛②  ♦ ❛✈♦✐❞  ❤❡ ❡① ❡'♥❛❧✐ ②✳ ◆♦ ❡  ❤❛  ❤❡ ♦♥❧②

❞✐✛❡'❡♥❝❡ ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡♠ ✐% ❧❛❜♦' %✉♣♣❧② ♣'♦✈✐❞❡❞ ❛%  ❤❡ ♠✐♠✐❝❦❡' ✐% ♠♦'❡ ♣'♦❞✉❝ ✐✈❡ ❜✉  ❤❡✐'

✐♥❝♦♠❡ ✐%  ❤❡ %❛♠❡✱ ✐✳❡✳  ❤❡ %✐❣♥ ❞❡♣❡♥❞% ♦♥ ∂MWPki/∂li R 0✳ ■❢  ❤❡ ♠✐♠✐❝❦❡' ❤❛% ❛ ❤✐❣❤❡'

♠❛'❣✐♥❛❧ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡%%  ♦ ♣❛②  ♦ ❛✈♦✐❞  ❤❡ ❡① ❡'♥❛❧✐ ②  ❤❛♥  ❤❡ L  ②♣❡  ❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢  ❤❡ %❤❛❞♦✇ ♣'✐❝❡

✐% '❡❞✉❝❡❞✱ ❜❡❝❛✉%❡  ❤❡♥  ❤❡ ♠✐♠✐❝❦❡' ✐% ❤✉' ♠♦'❡ ❜②  ❤❡ ❡① ❡'♥❛❧✐ ② ❛♥❞  ❤✉% ❛♥ ✐♥❝'❡❛%❡ ♦❢  ❤❡

'❡❢❡'❡♥❝❡ ❝♦♥%✉♠♣ ✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❣✐✈❡% %❧❛❝❦  ♦  ❤❡ %❡❧❢✲%❡❧❡❝ ✐♦♥ ❝♦♥% '❛✐♥ ✳ ❖❜✈✐♦✉%❧②  ❤❡  ❡'♠ ✐% ③❡'♦

✐❢  ❤❡ ♠❛'❣✐♥❛❧ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡%%  ♦ ♣❛②  ♦ ❛✈♦✐❞  ❤❡ ❡① ❡'♥❛❧✐ ② ✐% ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥ ♦❢ ❧❡✐%✉'❡✳ ❍♦✇❡✈❡'✱  ♦

♦✉' ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♥♦ ❡♠♣✐'✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦♥  ❤✐% ✐%%✉❡ ❡①✐% %✱ ✇❤✐❝❤ ✐% ✇❤②  ❤❡ %✐❣♥ ♦❢  ❤❡ ❡✛❡❝ ♦♥  ❤❡

%❡❧❢✲%❡❧❡❝ ✐♦♥ ❝♦♥% '❛✐♥ ✐% ❧❡❢ ♦♣❡♥✳

❆❧❧ ❢♦✉' %❤❛❞♦✇ ♣'✐❝❡% ❞❡♣❡♥❞ ♦♥  ❤❡ ❞✐'❡❝ ❤❛'♠❢✉❧ ❡✛❡❝ ♦❢ ❛♥ ❡① ❡'♥❛❧✐ ② ❣✐✈❡♥ ❜② πiMWPki✳

■ ✐%  ❤❡  ♦ ❛❧ ♠❛'❣✐♥❛❧ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡%%  ♦ ♣❛② ♦❢ ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧% ♦❢  ②♣❡ i  ♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥ ❡① ❡'♥❛❧✐ ②✳ ❆%

✐ % %✐❣♥ ✐% ❛❧✇❛②% ♣♦%✐ ✐✈❡ ✐ ✐♥❝'❡❛%❡%  ❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢  ❤❡ %❤❛❞♦✇ ♣'✐❝❡✳ ■♥ ❛❞❞✐ ✐♦♥✱  ❤❡ %❤❛❞♦✇

♣'✐❝❡% ❞❡♣❡♥❞ ♦♥  ❤❡ ❡✛❡❝ ♦❢ ❛♥ ❡① ❡'♥❛❧✐ ② ♦♥  ❤❡ ❣♦✈❡'♥♠❡♥ ✬%  ❛① '❡✈❡♥✉❡%✱ ✇❤✐❝❤ ✐% ❣✐✈❡♥

❜② πi

∑

j=1,2,3 τj
∂cji

∂c1i
❛♥❞ πi

∑

j=1,2,3 τj
∂cji

∂c2i
✱ i = L,H✱ '❡%♣❡❝ ✐✈❡❧②✳ ■ ❞❡%❝'✐❜❡% ❜② ❤♦✇ ♠✉❝❤

❝♦♠♠♦❞✐ ②  ❛① '❡✈❡♥✉❡% ❝❤❛♥❣❡ ✐❢  ❤❡ '❡❢❡'❡♥❝❡ ❝♦♥%✉♠♣ ✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❣♦♦❞ k ♠❛'❣✐♥❛❧❧② ✐♥❝'❡❛%❡%✳

❚❤❡ %✐❣♥ ♦❢  ❤✐%  ❡'♠ ✐% ❛❣❛✐♥ ❛♠❜✐❣✉♦✉%✱ ❛%  ❤❡ '❡❛❝ ✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❡♥%❛ ❡❞ ❞❡♠❛♥❞% ❞✉❡  ♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡

♦❢ cki ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❡✐ ❤❡' %✐❣♥✳

■♥ ❣❡♥❡'❛❧✱  ❤❡ %❤❛❞♦✇ ♣'✐❝❡% ♠❡❛%✉'❡❞ ✐♥  ❡'♠% ♦❢  ❛① '❡✈❡♥✉❡% ❝❛♥ ❜❡ ❡✐ ❤❡' ♣♦%✐ ✐✈❡ ♦' ♥❡❣❛ ✐✈❡✱

❜❡❝❛✉%❡  ❤❡ %✐❣♥ ♦❢ %♦♠❡  ❡'♠% ✐♥ ✭✶✶✮ ✐% ❛♠❜✐❣✉♦✉%✳ ❚❤❛ ✐%✱ ✐♥ ♣'✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥ ✐♥❝'❡❛%❡ ✐♥  ❤❡

'❡❢❡'❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ❝❛♥ ❛❧%♦ ❧❡❛❞  ♦ ❛ %♦❝✐❛❧ ❣❛✐♥✳ ❍♦✇❡✈❡'✱  ❤❡ ❝❛%❡  ❤❛ ❛♥ ✐♥❝'❡❛%❡ ♦❢  ❤❡ '❡❢❡'❡♥❝❡

❝♦♥%✉♠♣ ✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✐% %♦❝✐❛❧❧② ❤❛'♠❢✉❧ ✭♣♦%✐ ✐✈❡ %❤❛❞♦✇ ♣'✐❝❡%✮ ❛♣♣❡❛'% ♠♦'❡ ♣❧❛✉%✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉%❡ ♦❢

 ❤❡ ❞✐'❡❝ ♥❡❣❛ ✐✈❡ ❡✛❡❝ ✳

✶✷



✸✳✷ ❖♣%✐♠❛❧ ❝♦♠♠♦❞✐%② %❛① /❛%❡1

■♥ "❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✇❡ ♣+♦✈❡ "❤❛" ♦♣"✐♠❛❧ ❝♦♠♠♦❞✐"② "❛① +❛"❡3 ❤❛✈❡ "♦ 3❛"✐3❢②

B








τ1

τ2

τ3








=








−µ
λ

∂vH [L]
∂xL

(c1H [L] − c1L) +
∑

k=1,2

∑

i(
γkL

λ αki(L)πi
∂ccom

ki

∂p1

+ γkH

λ αki(H)πi
∂ccom

ki

∂p1

)

−µ
λ

∂vH [L]
∂xL

(c2H [L] − c2L) +
∑

k=1,2

∑

i(
γkL

λ αki(L)πi
∂ccom

ki

∂p2

+ γkH

λ αki(H)πi
∂ccom

ki

∂p2

)

−µ
λ

∂vH [L]
∂xL

(c3H [L] − c3L) +
∑

k=1,2

∑

i(
γkL

λ αki(L)πi
∂ccom

ki

∂p3

+ γkH

λ αki(H)πi
∂ccom

ki

∂p3

)







, ✭✶✷✮

✇❤❡+❡

B =








∑

i πi
∂ccom

1i

∂p1

∑

i πi
∂ccom

2i

∂p1

∑

i πi
∂ccom

3i

∂p1

∑

i πi
∂ccom

1i

∂p2

∑

i πi
∂ccom

2i

∂p2

∑

i πi
∂ccom

3i

∂p2

∑

i πi
∂ccom

1i

∂p3

∑

i πi
∂ccom

2i

∂p3

∑

i πi
∂ccom

3i

∂p3







. ✭✶✸✮

❊;✉❛"✐♦♥ ✭✶✷✮ ❢♦❧❧♦✇3 ❢+♦♠ "❤❡ ✜+3"✲♦+❞❡+ ❝♦♥❞✐"✐♦♥3 ♦❢ "❤❡ ❣♦✈❡+♥♠❡♥"✬3 ♠❛①✐♠✐③❛"✐♦♥ ♣+♦❜❧❡♠✳

❆♣♣❧②✐♥❣ ❈+❛♠❡+✬3 +✉❧❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡+✐✈❡ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐" 3♦❧✉"✐♦♥ ❢♦+ τ1, τ2, τ3✳ ❲❡ 3"❛+" ✇✐"❤ ❛ ❞✐3❝✉33✐♦♥

♦❢ "❤❡ ♦♣"✐♠❛❧ "❛① +❛"❡ ♦♥ "❤❡ ♥♦♥♣♦3✐"✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞ ✇❤✐❝❤ ✐3 ✐♠♣❧✐❝✐"❧② ❞❡"❡+♠✐♥❡❞ ❜②

τ3 =
1

|B|
ψ3 +

πLπH

|B|

∑

k=1,2

[
γkL

λ
(αkH(L) − αkL(L)) +

γkH

λ
(αkH(H) − α1L(H))]Dk, ✭✶✹✮

✇❤❡+❡ |B| ✐3 "❤❡ ❞❡"❡+♠✐♥❛♥" ♦❢ ♠❛"+✐① B ❛♥❞ ✇❤❡+❡ Dk ✐3 ❞❡✜♥❡❞ ❛3

Dk ≡
∑

i

πi
∂ccom

ni

∂pn
(
∂ccom

kL

∂pk

∂ccom
kH

∂p3
−
∂ccom

kH

∂pk

∂ccom
kL

∂p3
) +

∑

i

πi
∂ccom

ni

∂pk
(
∂ccom

kL

∂p3

∂ccom
kH

∂pn
−
∂ccom

kH

∂p3

∂ccom
kL

∂pn
)

+
∑

i

πi
∂ccom

ni

∂p3
(
∂ccom

kL

∂pn

∂ccom
kH

∂pk
−
∂ccom

kH

∂pn

∂ccom
kL

∂pk
), ✭✶✺✮

✇✐"❤ k, n = 1, 2 ❛♥❞ k 6= n✳ ❋♦+ ❡①♣♦3✐"✐♦♥❛❧ +❡❛3♦♥3 ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥"+♦❞✉❝❡❞ "❤❡ ✈❛+✐❛❜❧❡ ψj ✱ j = 1, 2, 3✱

✇❤✐❝❤ ❝❛♣"✉+❡3 "❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ 3❡❧❢✲3❡❧❡❝"✐♦♥ ♣❛+" ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐"② "❛①❛"✐♦♥✳ ❆ ❢♦+♠❛❧ ❞❡✜♥✐"✐♦♥ ♦❢

ψj ✐3 ❛❧3♦ ♣+♦✈✐❞❡❞ ✐♥ "❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳ ❚❤✐3 3❡❧❢✲3❡❧❡❝"✐♦♥ ♣❛+" ❛❧3♦ ❛♣♣❡❛+3 ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐"❤♦✉"

❡①"❡+♥❛❧✐"✐❡3 ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥3✐❞❡+❡❞ ❛3 "❤❡ ♥♦♥✲L✐❣♦✉✈✐❛♥ ♣❛+" ♦❢ "❤❡ "❛① ❢♦+♠✉❧❛✳ ■" ✐3 ③❡+♦

✐❢ ♣+❡❢❡+❡♥❝❡3 ❛+❡ ✇❡❛❦❧② 3❡♣❛+❛❜❧❡ ✐♥ ❧❛❜♦+ 3✉♣♣❧② ❛♥❞ ❝♦♥3✉♠♣"✐♦♥ ❛3 "❤❡♥ "❤❡ ♠✐♠✐❝❦❡+ ❛♥❞

"❤❡ L "②♣❡ ❤❛✈❡ "❤❡ 3❛♠❡ ❝♦♥3✉♠♣"✐♦♥ ♣❛""❡+♥✱ "❤❛" ✐3 cjH [L] = cjL, j = 1, 2, 3✳ ■♥ "❤❛" ❝❛3❡

❝♦♠♠♦❞✐"② "❛①❡3 ❤❛✈❡ ♥♦ ❡✛❡❝" ♦♥ "❤❡ 3❡❧❢✲3❡❧❡❝"✐♦♥ ❝♦♥3"+❛✐♥" ✭❛♥❞ ❛+❡ +❡❞✉♥❞❛♥" ✐♥ "❤❡ ❛❜3❡♥❝❡

♦❢ ❡①"❡+♥❛❧✐"✐❡3✮✳

❚❤❡ ✐♥"❡+❡3"✐♥❣ ❛3♣❡❝" ♦❢ ❡;✉❛"✐♦♥ ✭✶✹✮ ✐3✱ ❤♦✇❡✈❡+✱ "❤❛" ✐♥ ❛❞❞✐"✐♦♥ "♦ "❤❡ 3❡❧❢✲3❡❧❡❝"✐♦♥ ❜❛3❡❞

♣❛+" "❤❡ 3❤❛❞♦✇ ♣+✐❝❡3 ♦❢ "❤❡ ❡①"❡+♥❛❧✐"✐❡3 ❛♣♣❡❛+ ✐♥ "❤❡ "❛① ❢♦+♠✉❧❛✳ ❚❤✉3✱ ✐♥ ♦✉+ ♠♦❞❡❧ ✐" ✐3

✐♥ ❣❡♥❡+❛❧ ♦♣"✐♠❛❧ "♦ ❛❧3♦ "❛① "❤❡ ♥♦♥♣♦3✐"✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞ ❢♦+ ❡①"❡+♥❛❧✐"②✲❝♦++❡❝"✐♥❣ ♣✉+♣♦3❡3✱ ✇❤✐❝❤

✶✸



✈✐♦❧❛%❡' %❤❡ ✬❛❞❞✐%✐✈✐%② ♣-♦♣❡-%②✬✳ ❇✉% ♦♥❡ ✐♠♠❡❞✐❛%❡❧② ♦❜'❡-✈❡' %❤❛% %❤❡ 4✐❣♦✉✈✐❛♥ ♣❛-% ✐♥ ✭✶✹✮ ✐'

③❡-♦ ✐❢ αkL(i) = αkH(i)✱ k = 1, 2 ❛♥❞ i = L,H✱ ✐✳❡✳ ✐❢ %❤❡ ❝♦♥'✉♠♣%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ %✇♦ %②♣❡' ✐' ✇❡✐❣❤%❡❞

❡?✉❛❧❧② ✐♥ %❤❡ ❢♦-♠❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ -❡❢❡-❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧'✳ ❆❧'♦ ✐❢ %❤❡-❡ ❛-❡ ♥♦ ❝♦♠♣❡♥'❛%❡❞ ❝-♦''✲♣-✐❝❡ ❡✛❡❝%'✱

%❤❡ 4✐❣♦✉✈✐❛♥ ❡❧❡♠❡♥%' ❢-♦♠ ✭✶✹✮ ❞✐'❛♣♣❡❛- ❛' %❤❡♥ Dk = 0✳ ❇✉% ❡✈❡♥ ✐❢ ❝-♦''✲♣-✐❝❡ ❡✛❡❝%' ❛-❡

♥♦♥③❡-♦ ❛♥❞ αkL(i) 6= αkH(i)✱ k = 1, 2 ❛♥❞ i = L,H✱ ❛ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ❡①✐'%' ✉♥❞❡- ✇❤✐❝❤ %❤❡ ♦♣%✐♠❛❧

%❛① -❛%❡ ♦♥ %❤❡ ♥♦♥♣♦'✐%✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞ -❡♠❛✐♥' ✉♥❛✛❡❝%❡❞ ❜② %❤❡ ❡①%❡-♥❛❧✐%✐❡'✳ ■❢ ♣-❡❢❡-❡♥❝❡' ❛-❡ '✉❝❤

%❤❛%

∂ccom
kL

∂pj
/
∂ccom

kL

∂pm
=
∂ccom

kH

∂pj
/
∂ccom

kH

∂pm
, ✭✶✻✮

k = 1, 2 ❛♥❞ j,m = 1, 2, 3✱ %❤❡ 4✐❣♦✉✈✐❛♥ ♣❛-%' ❢-♦♠ ✭✶✹✮ ❛-❡ ③❡-♦ ❡✈❡♥ ✐❢ ❝-♦''✲♣-✐❝❡ ❡✛❡❝%' ❛-❡

♣-❡'❡♥% ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✐❢ %❤❡ ❝♦♥'✉♠♣%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ %✇♦ %②♣❡' ✐' ✇❡✐❣❤%❡❞ ❞✐✛❡-❡♥%❧② ✐♥ %❤❡ ❢♦-♠❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡

-❡❢❡-❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧'✳ ❚❤✐' ❢♦❧❧♦✇' ❢-♦♠ %❤❡ ❢❛❝% %❤❛% Dk ✐' ❡?✉❛❧ %♦ ③❡-♦ ✐❢ ✭✶✻✮ ❤♦❧❞'✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥

❣✐✈❡♥ ❜② ✭✶✻✮ ✐' ✐❧❧✉♠✐♥❛%✐♥❣ ❛' ✐% ❤✐❣❤❧✐❣❤%' %❤❡ -♦❧❡ %❤❛% ❛ %❛① ♦♥ %❤❡ ♥♦♥♣♦'✐%✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞ ❝❛♥ ♣❧❛②

%♦ ❝♦♠❜❛% %❤❡ ❡①%❡-♥❛❧✐%✐❡' ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② %❤❡ ❝♦♥'✉♠♣%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♣♦'✐%✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠♦❞✐%✐❡'✳ ■❢ %❤❡ ♣-♦✲

♣♦-%✐♦♥' ♦❢ ❝♦♠♣❡♥'❛%❡❞ ♣-✐❝❡ ❡✛❡❝%' ✭♦✇♥ %♦ ❝-♦'' ❛♥❞ ❝-♦'' %♦ ❝-♦'' ♣-✐❝❡ ❡✛❡❝%'✮ ❢♦- ❝♦♠♠♦❞✐%✐❡'

1 ❛♥❞ 2 ❛-❡ %❤❡ '❛♠❡ ❢♦- ❜♦%❤ %②♣❡' ❛' '%❛%❡❞ ✐♥ ✭✶✻✮✱ %❤❡♥ ❝♦♠♠♦❞✐%② 3 '❤♦✉❧❞ ♥♦% ❜❡ %❛①❡❞ %♦

❝♦--❡❝% ❢♦- %❤❡ ❡①%❡-♥❛❧✐%✐❡'✳ ■♥ ♦%❤❡- ✇♦-❞'✱ ✐❢ %❤❡ %✇♦ %②♣❡' -❡❛❝% ✐♥ %❤❡ '❛♠❡ ✇❛② %♦ -❡❧❛%✐✈❡ ♣-✐❝❡

❝❤❛♥❣❡'✱ %❤❡♥ ❜② %❛①✐♥❣ %❤❡ ♥♦♥♣♦'✐%✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞ ♥♦ ❛❞❞✐%✐♦♥❛❧ %❛-❣❡%✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ✇❤✐❝❤

✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡'✐-❛❜❧❡ ✐❢ %❤❡ ❝♦♥'✉♠♣%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ %✇♦ %②♣❡' ✇❡-❡ ✇❡✐❣❤%❡❞ ❞✐✛❡-❡♥%❧②✳ ❇✉% ✐❢✱ ❧♦♦'❡❧②

'♣❡❛❦✐♥❣✱ ✐♥%-♦❞✉❝✐♥❣ ❛ %❛① ♦♥ %❤❡ ♥♦♥♣♦'✐%✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠♦❞✐%② ♠♦❞✐✜❡' %❤❡ ❝♦♥'✉♠♣%✐♦♥ ❜❛'❦❡%' ♦❢

%❤❡ %✇♦ %②♣❡' '✉❝❤ %❤❛% %❤❡ %②♣❡✱ ✇❤♦'❡ ❝♦♥'✉♠♣%✐♦♥ ✐' ✇❡✐❣❤%❡❞ '%-♦♥❣❡- ✐♥ %❤❡ ❢♦-♠❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡

-❡❢❡-❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧'✱ ❝♦♥'✉♠❡' -❡❧❛%✐✈❡❧② ♠♦-❡ ♦❢ %❤❡ ♥♦♥♣♦'✐%✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞ %❤❛♥ %❤❡ ♦%❤❡- %②♣❡ ❛❢%❡- %❤❡

✐♥%-♦❞✉❝%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ %❛①✱ %❤❡♥ τ3 '❡-✈❡' %♦ ❝♦--❡❝% ❢♦- %❤❡ ❡①%❡-♥❛❧✐%✐❡'✳ 4-♦♣♦'✐%✐♦♥ ✶ '✉♠♠❛-✐③❡'

%❤✐' -❡'✉❧%✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✶ ✿ ■♥ ❣❡♥❡-❛❧ ❛ %❛① ♦♥ %❤❡ ♥♦♥♣♦'✐%✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠♦❞✐%② '❡-✈❡' %♦ ❝♦--❡❝% ❢♦- %❤❡ ❡①%❡-✲

♥❛❧✐%✐❡' ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② %❤❡ ❝♦♥'✉♠♣%✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐%✐❡' 1 ❛♥❞ 2 ✈✐♦❧❛%✐♥❣ %❤❡ ✬❛❞❞✐%✐✈✐%② ♣-♦♣❡-%②✬✳

■❢✱ ❤♦✇❡✈❡-✱ ❛% ❧❡❛'% ♦♥❡ ♦❢ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣-♦♣❡-%✐❡' ❤♦❧❞'✱ %❤❡♥ τ3 ❝♦♥%❛✐♥' ♥♦ 4✐❣♦✉✈✐❛♥ ❡❧❡♠❡♥%'

❛♥❞ ✐' ③❡-♦ ❣✐✈❡♥ %❤❛% ♣-❡❢❡-❡♥❝❡' ❛-❡ ✇❡❛❦❧② '❡♣❛-❛❜❧❡ ✐♥ ❧❛❜♦- '✉♣♣❧② ❛♥❞ ❝♦♥'✉♠♣%✐♦♥✳ ❚❤❡'❡

♣-♦♣❡-%✐❡' ❛-❡

✭✐✮ ❡?✉❛❧ ✇❡✐❣❤%' αkL(i) = αkH(i)✱ k = 1, 2 ❛♥❞ i = L,H✱

✭✐✐✮ ♥♦ ❝-♦''✲♣-✐❝❡ ❡✛❡❝%'✱

✭✐✐✐✮ ❡?✉❛❧ ♣-♦♣♦-%✐♦♥' ♦❢ ❝♦♠♣❡♥'❛%❡❞ ♣-✐❝❡ ❡✛❡❝%' ❛' ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✶✻✮✳

✶✹



❚❤❡ ✐♥%✉✐%✐♦♥ ❢♦) %❤✐* )❡*✉❧% ✐* %❤❛% ✐❢ %❤❡ %✇♦ %②♣❡* ❛)❡ ❡0✉❛❧❧② ❡✛❡❝%✐✈❡ ❛* ❡①%❡)♥❛❧✐%②✲❣❡♥❡)❛%✐♥❣

✉♥✐%* %❤❡♥ %❤❡ ❧✐♥❡❛)✐%② )❡*%)✐❝%✐♦♥ ♦❢ τ1 ❛♥❞ τ2 ❞♦❡* ♥♦% ♠❛%%❡) ❢♦) ❡①%❡)♥❛❧✐%②✲❝♦))❡❝%✐♥❣ ♣✉)♣♦*❡*✳

❖%❤❡)✇✐*❡ ❛❞❞✐%✐♦♥❛❧ ❞✐✛❡)❡♥%✐❛%✐♦♥ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡♠ ✐* ❞❡*✐)❛❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐* ♣♦**✐❜❧❡ ✇✐%❤ %❤❡ ❢✉❧❧ *❡% ♦❢

❝♦♠♠♦❞✐%② %❛①❡* ✐❢ ❝)♦**✲♣)✐❝❡ ❡✛❡❝%* ❛)❡ ♣)❡*❡♥% ❛♥❞ ✐❢ %❤❡ %✇♦ %②♣❡* )❡❛❝% ❞✐✛❡)❡♥%❧② %♦ ❝❤❛♥❣❡*

✐♥ τ1, τ2, τ3✳

◆❡①% ✇❡ %✉)♥ %♦ %❤❡ ♦♣%✐♠❛❧ %❛① )❛%❡* ♦♥ ❝♦♠♠♦❞✐%✐❡* 1 ❛♥❞ 2✳ ❚❤❡② ❛)❡ ✐♠♣❧✐❝✐%❧② ❣✐✈❡♥ ❜②

τk =
1

|B|
ψk +

1

|B|
(
γkL

λ
EkL +

γkH

λ
EkH)

+
πLπH

|B|
[
γnL

λ
(αnH(L) − αnL(L)) +

γnH

λ
(αnH(H) − αnL(H))]Fk, ✭✶✼✮

✇✐%❤ k, n = 1, 2 ❛♥❞ k 6= n✱ ❛♥❞ ✇❤❡)❡ Eks✱ s = L,H✱ ❛♥❞ Fk ❛)❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Eks ≡
∑

i

αki(s)πi
∂ccom

ki

∂pk
(
∑

i

πi
∂ccom

ni

∂pn

∑

i

πi
∂ccom

3i

∂p3
−

∑

i

πi
∂ccom

ni

∂p3

∑

i

πi
∂ccom

3i

∂pn
)

+
∑

i

αki(s)πi
∂ccom

ki

∂pn
(
∑

i

πi
∂ccom

3i

∂pk

∑

i

πi
∂ccom

ni

∂p3
−

∑

i

πi
∂ccom

ni

∂pk

∑

i

πi
∂ccom

3i

∂p3
)

+
∑

i

αki(s)πi
∂ccom

ki

∂p3
(
∑

i

πi
∂ccom

ni

∂pk

∑

i

πi
∂ccom

3i

∂pn
−

∑

i

πi
∂ccom

ni

∂pn

∑

i

πi
∂ccom

3i

∂pk
), ✭✶✽✮

Fk ≡
∑

i

πi
∂ccom

3i

∂p3
(
∂ccom

nL

∂pn

∂ccom
nH

∂pk
−
∂ccom

nH

∂pn

∂ccom
nL

∂pk
) +

∑

i

πi
∂ccom

3i

∂pn
(
∂ccom

nL

∂pk

∂ccom
nH

∂p3
−
∂ccom

nH

∂pk

∂ccom
nL

∂p3
)

+
∑

i

πi
∂ccom

3i

∂pk
(
∂ccom

nL

∂p3

∂ccom
nH

∂pn
−
∂ccom

nH

∂p3

∂ccom
nL

∂pn
). ✭✶✾✮

❖♥❡ ❝❛♥ *❡❡ %❤❛% ❛❧*♦ %❤❡ %❛① )❛%❡* ♦♥ %❤❡ ♣♦*✐%✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠♦❞✐%✐❡* ❞❡♣❡♥❞ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✇❛② ♦♥

❛❧❧ ❢♦✉) *❤❛❞♦✇ ♣)✐❝❡*✳ ❘❡♠❛)❦❛❜❧②✱ ❛❧*♦ %❤❡ *❤❛❞♦✇ ♣)✐❝❡* ♦❢ %❤❡ )❡*♣❡❝%✐✈❡ ♦%❤❡) ❡①%❡)♥❛❧✐%②✲

❣❡♥❡)❛%✐♥❣ ❝♦♠♠♦❞✐%② ❛♣♣❡❛) ❡①♣❧✐❝✐%❧② ✐♥ %❤❡ ♦♣%✐♠❛❧ %❛① ❢♦)♠✉❧❛✱ ✐✳❡✳ τ1 ❛♥❞ τ2 ❞❡♣❡♥❞ ♦♥

❜♦%❤ ❡①%❡)♥❛❧✐%✐❡*✳ ❚❤✐* ✐* ❛❧*♦ ✐♥ ❝♦♥%)❛❞✐❝%✐♦♥ %♦ %❤❡ ✬❛❞❞✐%✐✈✐%② ♣)♦♣❡)%②✬ ✇❤✐❝❤ *%❛%❡* %❤❛% %❤❡

♣)❡*❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡①%❡)♥❛❧✐%② ♦♥❧② ❛❧%❡)* %❤❡ %❛① ❢♦)♠✉❧❛ ♦♥ %❤❛% ♣❛)%✐❝✉❧❛) ❣♦♦❞✳

❚♦ ❣❡% ❛ ❜❡%%❡) ✐♥%✉✐%✐♦♥ ❢♦) ❡0✉❛%✐♦♥ ✭✶✼✮ ❛**✉♠❡ ❢♦) ❛ ♠♦♠❡♥% ❡0✉❛❧ ✇❡✐❣❤%* αkL(i) = αkH(i) =

αk(i)✱ k = 1, 2 ❛♥❞ i = L,H✳✶✷ ❚❤❡♥ ✭✶✼✮ )❡❞✉❝❡* %♦

τk =
1

|B|
ψk +

γkL

λ
αk(L) +

γkH

λ
αk(H), ✭✷✵✮

✶✷

❚❤✐# ❛##✉♠♣(✐♦♥ ❣✉❛,❛♥(❡❡#✱ ❧♦♦#❡❧② #♣❡❛❦✐♥❣✱ (❤❛( ✐( ❞♦❡# ♥♦( ♠❛((❡, ✇❤♦ ❝♦♥#✉♠❡# ❛ ♣♦#✐(✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠♦❞✐(②✳

❇✉( (❤❡ (✇♦ (②♣❡# #(✐❧❧ ♠✐❣❤( ❤❛✈❡ ❞✐✛❡,❡♥( ,❡❢❡,❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧# (♦ ✇❤✐❝❤ (❤❡② ❝♦♠♣❛,❡ (❤❡✐, ❝♦♥#✉♠♣(✐♦♥ (♦✱ ❛#

αk(L) 6= αk(H) ✐# #(✐❧❧ ♣♦##✐❜❧❡✳

✶✺



k = 1, 2✳ ❖❜#❡%✈❡ '❤❛' ✇✐'❤ ❡,✉❛❧ ✇❡✐❣❤'# '❤❡ ❞❡✜♥✐'✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✶✽✮ %❡❞✉❝❡# '♦ Eks ≡ αk(s) |B|✱

s = L,H✳ ❋✉%'❤❡%✱ '❤❡ ❡✛❡❝' ♦❢ '❤❡ #❤❛❞♦✇ ♣%✐❝❡# ♦❢ '❤❡ ♦'❤❡% ❡①'❡%♥❛❧✐'②✲❣❡♥❡%❛'✐♥❣ ❣♦♦❞ ❣✐✈❡♥

❜② '❤❡ #❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡ ♦♥ '❤❡ ❘❍❙ ♦❢ ✭✶✼✮ ✐# ③❡%♦ ✐♥ '❤❛' ❝❛#❡✳ ❚❤❡ ♦♣'✐♠❛❧ '❛① ❢♦%♠✉❧❛ ❣✐✈❡♥ ❜②

❡,✉❛'✐♦♥ ✭✷✵✮ ❧♦♦❦# #✐♠✐❧❛% '♦ '❤♦#❡ ♣%♦✈✐❞❡❞ ❜② K✐%''✐❧L ❛♥❞ ❚✉♦♠❛❧❛ ✭✶✾✾✼✮ ❛♥❞ ❈%❡♠❡% ❡' ❛❧✳

✭✶✾✾✽✮ ✇❤❡%❡ '❤❡ ❡①'❡%♥❛❧✐'② ✐# ❛##✉♠❡❞ '♦ ❜❡ ♦❢ '❤❡ ✬❛'♠♦#♣❤❡%✐❝✬ '②♣❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡%❡♥❝❡ ✐#

'❤❛' ❡✈❡♥ ✇✐'❤ ❡,✉❛❧ ✇❡✐❣❤'# '❤❡ ❤✐❣❤✲ ❛♥❞ '❤❡ ❧♦✇✲❛❜❧❡ #'✐❧❧ ♠✐❣❤' ❢❛❝❡ ❞✐✛❡%❡♥' ❡①'❡%♥❛❧✐'✐❡# ✐♥

♦✉% ❢%❛♠❡✇♦%❦✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ '❤❡ K✐❣♦✉✈✐❛♥ ♣❛%' ✐♥ ✭✷✵✮ ❝♦♥#✐#'# ♦❢ ❛ ✇❡✐❣❤'❡❞ #✉♠ ♦❢ '❤❡ #❤❛❞♦✇

♣%✐❝❡# ❢♦% '❤❡ '✇♦ ✐♥❝♦♠❡ ❣%♦✉♣#✳

❚❤❡ ♠♦#' #'%✐❦✐♥❣ ❞✐✛❡%❡♥❝❡ ❜❡'✇❡❡♥ ✭✶✼✮ ❛♥❞ ✭✷✵✮ ✐# '❤❛' ✐♥ ✭✷✵✮ ♦♥❧② '❤❡ #❤❛❞♦✇ ♣%✐❝❡# ♦❢ '❤❡

'❛①❡❞ ❝♦♠♠♦❞✐'② ❛♣♣❡❛% ❡①♣❧✐❝✐'❧② ✐♥ '❤❡ ♦♣'✐♠❛❧ '❛① ❢♦%♠✉❧❛✳

✶✸

❚❤✉#✱ '❤❡ ❢❛❝' '❤❛' ❢♦% ♣♦#✐'✐♦♥❛❧

❡①'❡%♥❛❧✐'✐❡# ✐' ♠✐❣❤' ♠❛''❡% ✇❤♦ ❝♦♥#✉♠❡# '❤❡ #'❛'✉# ❣♦♦❞ ❤❛# #'%♦♥❣ ✐♠♣❧✐❝❛'✐♦♥# ❢♦% '❤❡ ♦♣'✐♠❛❧

❝♦♠♠♦❞✐'② '❛① #'%✉❝'✉%❡✳ ❇✉' ❛❧#♦ ✐❢ αkL(i) 6= αkH(i)✱ k = 1, 2✱ '❤❡ ♣❛%' '❤❛' ✐♥❝❧✉❞❡# '❤❡ #❤❛❞♦✇

♣%✐❝❡# ♦❢ '❤❡ ♦'❤❡% ❡①'❡%♥❛❧✐'②✲❣❡♥❡%❛'✐♥❣ ❝♦♠♠♦❞✐'② ✭#❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡ ✐♥ ✭✶✼✮✮ ❝❛♥❝❡❧# ♦✉' ✐❢ '❤❡%❡ ❛%❡

♥♦ ❝%♦##✲♣%✐❝❡ ❡✛❡❝'# ❛♥❞✴♦% '❤❡ ♣%♦♣♦%'✐♦♥# ✐♥ ❡,✉❛'✐♦♥ ✭✶✻✮ ❤♦❧❞ ❛# '❤❡♥ Fk ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✶✾✮ ✐#

❡,✉❛❧ '♦ ③❡%♦✳ ❚❤✐# ✐# ♦❢ ❝♦✉%#❡ %❡❧❛'❡❞ '♦ '❤❡ %❡#✉❧' ♣%♦✈✐❞❡❞ ✐♥ K%♦♣♦#✐'✐♦♥ ✶✳ ❆❧#♦ '❤❡ ✐♥'✉✐'✐♦♥

✐# #✐♠✐❧❛%✳ ■❢ '❤❡ ❝♦♥#✉♠♣'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ '✇♦ '②♣❡# ✐# ✇❡✐❣❤'❡❞ ❞✐✛❡%❡♥'❧② ✐♥ '❤❡ ❢♦%♠❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡

%❡❢❡%❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧#✱ '❤❡♥ ❛❞❞✐'✐♦♥❛❧ ❞✐✛❡%❡♥'✐❛'✐♦♥ ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡♠ ✐# ❞❡#✐%❛❜❧❡ ❢♦% ❡①'❡%♥❛❧✐'②✲❝♦%%❡❝'✐♥❣

♣✉%♣♦#❡#✳ ❚❤✐# ❛❞❞✐'✐♦♥❛❧ ❞✐✛❡%❡♥'✐❛'✐♦♥ ✐# ♣♦##✐❜❧❡ ✇✐'❤ '❤❡ #❡' ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐'② '❛①❡# ✐❢ '❤❡ '✇♦

'②♣❡# %❡❛❝' ❞✐✛❡%❡♥'❧② '♦ %❡❧❛'✐✈❡ ♣%✐❝❡ ❝❤❛♥❣❡# ❛♥❞ ✐❢ ❝%♦##✲♣%✐❝❡ ❡✛❡❝'# ❛%❡ ♣%❡#❡♥'✳ ❚❤❡ ♣♦'❡♥'✐❛❧

%♦❧❡ ♦❢ '❤❡ ✐♥❝♦♠❡ '❛① ✐♥ ♦%❞❡% '♦ ❛❝❤✐❡✈❡ '❤✐# ❛❞❞✐'✐♦♥❛❧ ❞✐✛❡%❡♥'✐❛'✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐#❝✉##❡❞ ✐♥ #❡❝'✐♦♥

✹✳ K%♦♣♦#✐'✐♦♥ ✷ #✉♠♠❛%✐③❡# '❤❡ %❡#✉❧' ❢♦% '❤❡ ♦♣'✐♠❛❧ '❛① %❛'❡# ♦♥ '❤❡ ♣♦#✐'✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠♦❞✐'✐❡# 1

❛♥❞ 2✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✷ ✿ ■♥ ❣❡♥❡%❛❧ '❤❡ ♦♣'✐♠❛❧ '❛① %❛'❡# ♦♥ '❤❡ ♣♦#✐'✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠♦❞✐'✐❡# ❞❡♣❡♥❞ ❡①♣❧✐❝✐'❧②

♦♥ '❤❡ #❤❛❞♦✇ ♣%✐❝❡# ♦❢ ❜♦'❤ ❡①'❡%♥❛❧✐'✐❡# ✇❤✐❝❤ ✈✐♦❧❛'❡# '❤❡ ✬❛❞❞✐'✐✈✐'② ♣%♦♣❡%'②✬✳ ❇✉' ✐❢ ♦♥❡ ♦❢

'❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣%♦♣❡%'✐❡# ❛♣♣❧✐❡#✱ γni/λ ❛✛❡❝'# τk ♦♥❧② ✐♥❞✐%❡❝'❧② '❤%♦✉❣❤ ✐'# ❡✛❡❝' ♦♥ γki/λ ✭#❡❡

▲❡♠♠❛ ✶✮✱ ✇✐'❤ k, n = 1, 2 ❛♥❞ k 6= n✳ ❚❤❡#❡ ♣%♦♣❡%'✐❡# ❛%❡✿

✭✐✮ αkH(i) = αkL(i)✱ i = L,H✱

✭✐✐✮ ♥♦ ❝%♦##✲♣%✐❝❡ ❡✛❡❝'#✱

✭✐✐✐✮ ❡,✉❛❧ ♣%♦♣♦%'✐♦♥# ♦❢ ❝♦♠♣❡♥#❛'❡❞ ♣%✐❝❡ ❡✛❡❝'# ❛# ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✶✻✮✳

✶✸

◆♦"❡✱ ❤♦✇❡✈❡(✱ "❤❛" ❢(♦♠ ▲❡♠♠❛ ✶ ✇❡ ❦♥♦✇ "❤❛" ❛0 ❛ ❝♦♥0❡2✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉( ♠✉❧"✐✲❡①"❡(♥❛❧✐"② ❛00✉♠♣"✐♦♥ "❤❡ 0❤❛❞♦✇

♣(✐❝❡0 ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♦"❤❡( ✐❢ ∂ccom

1i
/∂c2i 6= 0 ❛♥❞ ∂ccom

2i
/∂c1i 6= 0✳ ❚❤❡♥✱ ❡✈❡♥ ✇✐"❤ ❡2✉❛❧ ✇❡✐❣❤"0✱ "❤❡ "❛① (❛"❡0

♦♥ "❤❡ ♣♦0✐"✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠♦❞✐"✐❡0 ❛(❡ ❛✛❡❝"❡❞ ❜② ❛❧❧ 0❤❛❞♦✇ ♣(✐❝❡0 ❞✉❡ "♦ "❤✐0 ✐♥"❡(❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ "❤❡ ❡①"❡(♥❛❧✐"✐❡0✳

✶✻



❆❧"♦❣❡"❤❡' ❢'♦♠ *'♦♣♦,✐"✐♦♥, ✶ ❛♥❞ ✷ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ "❤❛" "❤❡ ✬❛❞❞✐"✐✈✐"② ♣'♦♣❡'"②✬✱ ,"❛"✐♥❣

"❤❛" ❛♥ ❡①"❡'♥❛❧✐"② ✐, ❜❡," ❛❞❞'❡,,❡❞ ❜② ✐♠♣♦,✐♥❣ ❛ "❛① ❞✐'❡❝"❧② ♦♥ "❤❡ ❡①"❡'♥❛❧✐"②✲❣❡♥❡'❛"✐♥❣ ❝♦♠✲

♠♦❞✐"② ❛♥❞ ❧❡❛✈✐♥❣ ❛❧❧ ♦"❤❡' "❛① ✐♥,"'✉♠❡♥", ✉♥❛✛❡❝"❡❞ ❜② "❤❡ ❡①"❡'♥❛❧✐"②✱ ❞♦❡, ♥♦" ❤♦❧❞ ✐♥ ♦✉'

♠♦❞❡❧✳ ❘❛"❤❡' "❤❡ ❢✉❧❧ ,❡" ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐"② "❛①❡, ,❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ "♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥" ❛❧❧♦❝❛"✐♦♥

❜② ✐♥"❡'♥❛❧✐③✐♥❣ "❤❡ ❡①"❡'♥❛❧✐"✐❡,✳ ❈♦♥❝❡'♥✐♥❣ "❤❡ ,✐❣♥ ♦❢ ♦♣"✐♠❛❧ ❝♦♠♠♦❞✐"② "❛① '❛"❡, ♥♦" ♠✉❝❤

❝❛♥ ❜❡ ,❛✐❞ ✐♥ ♣❛'"✐❝✉❧❛' ✇✐"❤ '❡,♣❡❝" "♦ τ3✳ ❆❧,♦ "❤❡ "❛① '❛"❡, ♦♥ "❤❡ "❤❡ ♣♦,✐"✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠♦❞✐"✐❡,

❝❛♥ ✐♥ ♣'✐♥❝✐♣❧❡ ❤❛✈❡ ❡✐"❤❡' ,✐❣♥✱ ❜✉" ✐❢ ,❤❛❞♦✇ ♣'✐❝❡, ❛'❡ ♣♦,✐"✐✈❡ τ1 ❛♥❞ τ2 ❛'❡ ❧✐❦❡❧② "♦ ❜❡ ♣♦,✐✲

"✐✈❡✳ ■♥ ♦'❞❡' "♦ ❜❡ ❛❜❧❡ "♦ ♠❛❦❡ ❛ ♣'❡❝✐,❡ ,"❛"❡♠❡♥" ❛❜♦✉" "❤❡ ,✐❣♥ ❛♥❞ "❤❡ ♠❛❣♥✐"✉❞❡ ♦❢ ♦♣"✐♠❛❧

❝♦♠♠♦❞✐"② "❛① '❛"❡, ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ "♦ ,♣❡❝✐❢② ♣'❡❢❡'❡♥❝❡, ❛♥❞ ♠❛❦❡ ,♣❡❝✐✜❝ ❛,,✉♠♣"✐♦♥, ❛❜♦✉"

"❤❡ '❡❢❡'❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧,✳

❚✇♦ ❡①❛♠♣❧❡)✿ ✉♣✇❛,❞ ❝♦♠♣❛,✐)♦♥ ❛♥❞ ✇✐1❤✐♥✲❣,♦✉♣ ❝♦♠♣❛,✐)♦♥

❚✇♦ ♣♦,,✐❜❧❡ ✈❛'✐❛♥", ♦❢ ♦✉' ♠♦❞❡❧ "❤❛" ❛'❡ ❢'❡G✉❡♥"❧② ❞✐,❝✉,,❡❞ ✐♥ "❤❡ ❧✐"❡'❛"✉'❡ ❛'❡ ✉♣✇❛'❞

❛♥❞ ✇✐"❤H♥✲❣'♦✉♣ ❝♦♠♣❛'✐,♦♥✳ ❇♦"❤ ♦❢ "❤❡♠ ❝❛♥ ❡❛,✐❧② ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥"❡❞ ✐♥"♦ ♦✉' ♠♦❞❡❧ ❥✉," ❜②

❛❞❛♣"✐♥❣ ✇❡✐❣❤", ♣'♦♣❡'❧②✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛❧❧ '❡,✉❧", ❢'♦♠ ❛❜♦✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ "♦ "❤❡,❡ ,♣❡❝✐❛❧ ❝❛,❡,✳

■♥ ♣❛'"✐❝✉❧❛' ✉♣✇❛'❞ ❝♦♠♣❛'✐,♦♥ '❡❝❡✐✈❡❞ ❛ ❧♦" ♦❢ ❛""❡♥"✐♦♥ ❢'♦♠ ❜♦"❤ "❤❡ "❤❡♦'❡"✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡♠♣✐'✐✲

❝❛❧ ❧✐"❡'❛"✉'❡✳

✶✹

❚❤❡'❡ ❛'❡ "✇♦ ❛❧"❡'♥❛"✐✈❡ ❛♣♣'♦❛❝❤❡, "♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥" "❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✉♣✇❛'❞ ❝♦♠♣❛'✐,♦♥

✐♥"♦ ♦✉' ♠♦❞❡❧✳ ■♥ "❤❡ ✜'," ❛♣♣'♦❛❝❤ ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧, ❝♦♠♣❛'❡ "❤❡✐' ❝♦♥,✉♠♣"✐♦♥ "♦ "❤❡ ❝♦♥,✉♠♣"✐♦♥

♦❢ "❤❡ ❤✐❣❤✲❛❜❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧,✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ "❤❡ ,❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ♦♥❧② "❤❡ L "②♣❡, ❝♦♠♣❛'❡ "❤❡✐' ❝♦♥,✉♠♣"✐♦♥

"♦ "❤❡ ♦♥❡ ♦❢ "❤❡ H "②♣❡, ❛♥❞ "❤❡ H✲"②♣❡, "❤❡♠,❡❧❢❡, ❤❛✈❡ ♥♦ ♣♦,✐"✐♦♥❛❧ ❝♦♥❝❡'♥,✳ ❋♦' "❤❡ ❢♦'♠❡'

"❤❡ '❡❢❡'❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧, ❛'❡ "❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ckL = αkH(L)πHckH ❛♥❞ ckH = αkH(H)πHckH ✱ k = 1, 2✳

❋♦' "❤❡ ❧❛""❡' ❛❣❛✐♥ ckL = αkH(L)πHckH ✱ k = 1, 2✱ ❜✉" "❤❡ H "②♣❡, ♠❛❦❡ ♥♦ ❝♦♠♣❛'✐,♦♥, ✐♥ "❤❛"

❝❛,❡✳ ■♥ ❜♦"❤ ❝❛,❡, "❤❡ "✇♦ "②♣❡, ❛'❡ ♥♦" ❡G✉❛❧❧② ❡✛❡❝"✐✈❡ ❛, ❡①"❡'♥❛❧✐"②✲❣❡♥❡'❛"✐♥❣ ✉♥✐", ❛, ♦♥❧②

"❤❡ ❝♦♥,✉♠♣"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ H "②♣❡, ✐♥❝'❡❛,❡, "❤❡ '❡❢❡'❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧,✳

✶✺

❆,,✉♠✐♥❣ ✇✐"❤✐♥✲❣'♦✉♣ ❝♦♠♣❛'✐,♦♥,✱ ♠❡❛♥, "❤❛" ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧, ♦♥❧② ❝♦♠♣❛'❡ "❤❡♠,❡❧✈❡, ✇✐"❤ ✐♥✲

❞✐✈✐❞✉❛❧, ✐♥ "❤❡ ,❛♠❡ ✐♥❝♦♠❡ ❣'♦✉♣✳

✶✻

■♥❞❡❡❞✱ ,♦♠❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ,✉❣❣❡,", "❤❛" ♣❡♦♣❧❡ ♠❛✐♥❧② ❝♦♠♣❛'❡

"❤❡♠,❡❧✈❡, ✇✐"❤ ,✐♠✐❧❛' ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧, ✭,❡❡ ❢♦' ❡①❛♠♣❧❡ ❘✉♥❝✐♠❛♥✱ ✶✾✻✻✮✳ ❚❤❡ '❡❢❡'❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧, ❛'❡

"❤❡♥ ❡G✉❛❧ "♦ ckH = αkH(H)πHckH ❛♥❞ ckL = αkL(L)πLckL✳ ❋'♦♠ "❤✐, ❢♦'♠✉❧❛"✐♦♥ ✐" ❢♦❧❧♦✇,

"❤❛" "❤❡ ❝♦♥,✉♠♣"✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ♦♥❧② ✐♠♣♦,❡, ❛♥ ❡①"❡'♥❛❧✐"② ♦♥ ♦"❤❡' ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧, ✇✐"❤ "❤❡

,❛♠❡ ✐♥❝♦♠❡✳

✶✹

❙❡❡ ❢♦$ ❡①❛♠♣❧❡ ▼✐❝❤❡❧❡..♦ ✭✷✵✶✵✮ ❛♥❞ ❆$♦♥77♦♥ ❛♥❞ ❏♦❤❛♥77♦♥✲❙.❡♥♠❛♥ ✭✷✵✶✵✮ ❢♦$ .❤❡♦$❡.✐❝❛❧ 7.✉❞✐❡7 ❛77✉♠✐♥❣

✉♣✇❛$❞ ❝♦♠♣❛$✐7♦♥ ❛♥❞ ❇♦✇❧❡7 ❛♥❞ >❛$❦ ✭✷✵✵✺✮ ❢♦$ ❛♥ ❡♠♣✐$✐❝❛❧ 7.✉❞② 7✉♣♣♦$.✐♥❣ .❤✐7 ❛77✉♠♣.✐♦♥✳

✶✺

❚❤❡ ✇❡✐❣❤.7 αkL(i) ❛$❡ 7❡. ❡D✉❛❧ .♦ ③❡$♦ ✐♥ ❜♦.❤ ❝❛7❡7✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ .❤❛. .❤❡ ❝♦♥7✉♠♣.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ L .②♣❡7 ❞♦❡7 ♥♦.

❝❛✉7❡ ❛♥ ❡①.❡$♥❛❧✐.②✳

✶✻

❙❡❡ ❢♦$ ❡①❛♠♣❧❡ ❑♥❡❧❧ ✭✶✾✾✾✮ ❢♦$ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛.✐♦♥ ♦❢ 7✉❝❤ ❛ $❡❢❡$❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧✳

✶✼



■! ❢♦❧❧♦✇& ❢'♦♠ )'♦♣♦&✐!✐♦♥ ✶ ❛♥❞ ✷ !❤❛! ✐♥ ❜♦!❤ ❝❛&❡&✱ ✐! ✐& ✐♥ ❣❡♥❡'❛❧ ♦♣!✐♠❛❧ !♦ ✉&❡ ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

❝♦♠♠♦❞✐!② !❛①❡& !♦ ✐♥!❡'♥❛❧✐③❡ !❤❡ ❡①!❡'♥❛❧✐!✐❡& ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② !❤❡ ❝♦♥&✉♠♣!✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐!✐❡& 1 ❛♥❞

2✳ ❈❧❡❛'❧②✱ ❢♦' !❤✐& &!❛!❡♠❡♥! !♦ ❜❡ !'✉❡ ✐! ✐& ❡&&❡♥!✐❛❧ !❤❛! ❝'♦&&✲♣'✐❝❡ ❡✛❡❝!& ❛'❡ ♣'❡&❡♥! ❛♥❞ !❤❛!

❡@✉❛!✐♦♥ ✭✶✻✮ ❞♦❡& ♥♦! ❤♦❧❞✳

✹ ▼❛#❣✐♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ,❛① #❛,❡.

■♥ !❤❡ ♣'❡✈✐♦✉& &❡❝!✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡&!❛❜❧✐&❤❡❞ !❤❡ '❡&✉❧! !❤❛! ✐! ✐& ✐♥ ❣❡♥❡'❛❧ ♦♣!✐♠❛❧ !♦ ✉&❡ !❤❡ ✇❤♦❧❡

&❡! ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐!② !❛①❡&✱ ♥♦!❛❜❧② ❛❧&♦ !❤❡ !❛① ♦♥ !❤❡ ♥♦♥♣♦&✐!✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞✱ ✐♥ ♦'❞❡' !♦ ❝♦''❡❝! ❢♦' !❤❡

❡①!❡'♥❛❧✐!✐❡&✳ ■♥ !❤✐& &❡❝!✐♦♥ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ !❤❡ ♣♦!❡♥!✐❛❧ '♦❧❡ ♦❢ !❤❡ ✐♥❝♦♠❡ !❛① !♦ &❡'✈❡ ❢♦' !❤❡ &❛♠❡

♣✉'♣♦&❡✱ !❤❛! ✐&✱ ✇❡ ✇❛♥! !♦ ✜♥❞ ♦✉! ✐❢ !❤❡ ♣'❡&❡♥❝❡ ♦❢ !❤❡ ❡①!❡'♥❛❧✐!✐❡& ❛✛❡❝!& !❤❡ ♦♣!✐♠❛❧ ✐♥❝♦♠❡

!❛① &❝❤❡❞✉❧❡✱ ❛♥❞ ✐❢ ②❡&✱ ❤♦✇✳

❚❤❡ ♠❛'❣✐♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡ !❛① '❛!❡& ❝❛♥ ❡❛&✐❧② ❜❡ ♦❜!❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ !❤❡ ✜'&!✲♦'❞❡' ❝♦♥❞✐!✐♦♥& ❢♦' zi

❛♥❞ xi ✭❆✸ ❜② ❆✶ ❛♥❞ ❆✹ ❜② ❆✷✮ ❛♥❞ ❜② ✉&✐♥❣ ❡@✉❛!✐♦♥ ✭✺✮✳ ❚❤❡ ✐♥!✉✐!✐♦♥ ✐& !❤❛! !❤❡ ❣♦✈❡'♥♠❡♥!

❝❤♦♦&❡& !❤❡ ♦♣!✐♠❛❧ ❣'♦&& ❛♥❞ ♥❡! ✐♥❝♦♠❡ ❢♦' ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛♥❞ !❤❡♥ ❞❡!❡'♠✐♥❡& ❛♥ ✐♥❝♦♠❡ !❛①

❢✉♥❝!✐♦♥ &✉❝❤ !❤❛! ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧& '❡❛❧✐③❡ !❤♦&❡ ❜✉♥❞❧❡&✳ ■♥ !❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✇❡ &❤♦✇ !❤❛! !❤❡ ♦♣!✐♠❛❧

♠❛'❣✐♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡ !❛① '❛!❡& ❢♦' ❛'❜✐!'❛'② ❝♦♠♠♦❞✐!② !❛①❡& ❛'❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

T ′(zH) =
∑

k=1,2

(
γkL

λ
αkH(L) +

γkH

λ
αkH(H) − τk)(

∂ckH

∂zH
+MRSH

zx

∂ckH

∂xH
)

−τ3(
∂c3H

∂zH
+MRSH

zx

∂c3H

∂xH
), ✭✷✶✮

T ′(zL) =
∑

k=1,2

(
γkL

λ
αkL(L) +

γkH

λ
αkL(H) − τk)(

∂ckL

∂zL
+MRSL

zx

∂ckL

∂xL
)

−τ3(
∂c3L

∂zL
+MRSL

zx

∂c3L

∂xL
) +

µ

λπL

∂vH [L]

∂xL
(MRSL

zx −MRSH
zx[L]). ✭✷✷✮

❋'♦♠ ✭✷✶✮ ❛♥❞ ✭✷✷✮ ✐! ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ !❤❛! ✐♥ ❣❡♥❡'❛❧ ❛❧&♦ !❤❡ ♠❛'❣✐♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡ !❛① '❛!❡& ❛'❡

❛✛❡❝!❡❞ ❜② !❤❡ ❡①!❡'♥❛❧✐!✐❡&✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡& !❤❛! !❤❡ ✬❛❞❞✐!✐✈✐!② ♣'♦♣❡'!②✬ ✐& ❛❧&♦ ✈✐♦❧❛!❡❞ ✇✐!❤

'❡&♣❡❝! !♦ !❤❡ ✐♥❝♦♠❡ !❛①✳ ❚❤✐& ❝❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛!❡❧② ❜❡ &❡❡♥ ❜② ♣❧✉❣❣✐♥❣ ✐♥ !❤❡ ♦♣!✐♠❛❧ ❝♦♠♠♦❞✐!②

!❛① '❛!❡& ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✶✹✮ ❛♥❞ ✭✶✼✮ ✐♥!♦ ✭✷✶✮ ❛♥❞ ✭✷✷✮✳ ❚❤❡♥ ♦♥❡ ♦❜&❡'✈❡& !❤❛! !❤❡ ♦♣!✐♠❛❧ ✐♥❝♦♠❡ !❛①

&❝❤❡❞✉❧❡ ❞❡♣❡♥❞& ❡①♣❧✐❝✐!❧② ♦♥ ❛❧❧ &❤❛❞♦✇ ♣'✐❝❡& ♦❢ !❤❡ ❡①!❡'♥❛❧✐!✐❡&✳ ■❢✱ ❤♦✇❡✈❡'✱ αkH(i) = αkL(i)✱

k = 1, 2 ❛♥❞ i = L,H ✭♣'♦♣❡'!② ✭✐✮ ✐♥ )'♦♣♦&✐!✐♦♥ ✶✮✱ !❤❡♥ !❤❡ ✬❛❞❞✐!✐✈✐!② ♣'♦♣❡'!②✬ ✐& ❛❧&♦ '❡&!♦'❡❞

✇✐!❤ '❡&♣❡❝! !♦ !❤❡ ✐♥❝♦♠❡ !❛① ❛& !❤❡♥ !❤❡ )✐❣♦✉✈✐❛♥ ❡❧❡♠❡♥!& ✭!❤❡ &✉♠ !❡'♠✮ ✐♥ ✭✷✶✮ ❛♥❞ ✭✷✷✮

❝❛♥❝❡❧ ♦✉!✳ ◆♦!❡ !❤❛! ✇✐!❤ ❡@✉❛❧ ✇❡✐❣❤!& ♦♣!✐♠❛❧ ❝♦♠♠♦❞✐!② !❛① '❛!❡& ♦♥ ❣♦♦❞& ✶ ❛♥❞ ✷ ❛'❡ ❣✐✈❡♥

✶✽



❜② ✭✷✵✮ ❛♥❞ )❤❡ )❛① -❛)❡ ♦♥ )❤❡ ♥♦♥♣♦0✐)✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞ -❡❞✉❝❡0 )♦ τ3 = 1
|B|ψ3✱ ❢-♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐) ❢♦❧❧♦✇0

)❤❛) )❤❡ :✐❣♦✉✈✐❛♥ ♣❛-)0 ✐♥ ✭✷✶✮ ❛♥❞ ✭✷✷✮ ❞-♦♣ ♦✉)✳

❆♥ ✐♥)❡-❡0)✐♥❣ ❞✐✛❡-❡♥❝❡ ❜❡)✇❡❡♥ )❤❡ -❡0✉❧)0 ❝♦♥❝❡-♥✐♥❣ )❤❡ ✐♥❝♦♠❡ )❛① ❛♥❞ )❤❡ )❛① ♦♥ )❤❡

♥♦♥♣♦0✐)✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞ ✐0 )❤❛) ❢-♦♠ :-♦♣♦0✐)✐♦♥ ✶ ✇❡ ❦♥♦✇ )❤❛) ❡✈❡♥ ✐❢ )❤❡ )✇♦ )②♣❡0 ❛-❡ ♥♦) ❡A✉❛❧❧②

❡✛❡❝)✐✈❡ ❛0 ❡①)❡-♥❛❧✐)②✲❣❡♥❡-❛)✐♥❣ ✉♥✐)0✱ τ3 ✐0 ✉♥❛✛❡❝)❡❞ ❜② )❤❡ ❡①)❡-♥❛❧✐)✐❡0 ✐❢ )❤❡-❡ ❛-❡ ♥♦ ❝-♦00

♣-✐❝❡ ❡✛❡❝)0 ❛♥❞✴♦- ❡A✉❛)✐♦♥ ✭✶✻✮ ❤♦❧❞0 ✭♣-♦♣❡-)✐❡0 ✭✐✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮✮✳ ❍♦✇❡✈❡-✱ )❤❡ 0❛♠❡ ✐0 ♥♦) )-✉❡ ❢♦-

)❤❡ ♠❛-❣✐♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡ )❛① -❛)❡0 ✇❤✐❝❤ ❛-❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② )❤❡ ❡①)❡-♥❛❧✐)✐❡0 ❛0 0♦♦♥ ❛0 αkH(i) 6= αkL(i)✳

❆ ❝❧♦0❡❧② -❡❧❛)❡❞ -❡0✉❧) ✐0 ❞✉❡ )♦ ▼✐❝❤❡❧❡))♦ ✭✷✵✵✽✮ ✇❤♦ 0❤♦✇❡❞ )❤❛) ✇❤❡♥❡✈❡- )❤❡ ✬❛❞❞✐)✐✈✐)② ♣-♦♣✲

❡-)②✬ ✐0 ✈✐♦❧❛)❡❞ ✇✐)❤ -❡0♣❡❝) )♦ )❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐)② )❛① 0)-✉❝)✉-❡✱ ❛❧0♦ )❤❡ ✐♥❝♦♠❡ )❛① 0❝❤❡❞✉❧❡ ❝♦♥)❛✐♥0

:✐❣♦✉✈✐❛♥ ❡❧❡♠❡♥)0✱ ❜✉) )❤❛) )❤❡ -❡✈❡-0❡ ✐0 ♥♦) ♥❡❝❡00❛-✐❧② )-✉❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡-✐✈❡❞ ❡①♣❧✐❝✐) ❝♦♥❞✐✲

)✐♦♥0 ❢♦- )❤✐0 -❡0✉❧)✳ :-♦♣♦0✐)✐♦♥ ✸ 0✉♠♠❛-✐③❡0 ♦✉- ❝❤❛-❛❝)❡-✐③❛)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ✐♥❝♦♠❡ )❛① 0❝❤❡❞✉❧❡✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸ ✿ ■♥ ❣❡♥❡-❛❧ )❤❡ ♦♣)✐♠❛❧ ♠❛-❣✐♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡ )❛① -❛)❡0 ❢♦- ❜♦)❤ )②♣❡0 ❞❡♣❡♥❞ ♦♥

)❤❡ ❡①)❡-♥❛❧✐)✐❡0✳ ❚❤✉0✱ )❤❡ ✬❛❞❞✐)✐✈✐)② ♣-♦♣❡-)②✬ ✐0 ❛❧0♦ ✈✐♦❧❛)❡❞ ✇✐)❤ -❡0♣❡❝) )♦ )❤❡ ✐♥❝♦♠❡ )❛①✳

❖♥❧② ✐❢ αkH(i) = αkL(i)✱ k = 1, 2 ❛♥❞ i = L,H✱ )❤❡ ♣♦0✐)✐♦♥❛❧ ❡①)❡-♥❛❧✐)✐❡0 ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♠♣❛❝) ♦♥ )❤❡

✐♥❝♦♠❡ )❛①✳

◆♦)❡ )❤❛) ✇✐)❤♦✉) ❢✉-)❤❡- ❛00✉♠♣)✐♦♥0 )❤❡ 0✐❣♥ ♦❢ )❤❡ :✐❣♦✉✈✐❛♥ ♣❛-)0 ✐♥ )❤❡ ✐♥❝♦♠❡ )❛① 0❝❤❡❞✉❧❡

✐0 ❛♠❜✐❣✉♦✉0✱ ❡✈❡♥ ✐❢ 0❤❛❞♦✇ ♣-✐❝❡0 ❛-❡ ❛00✉♠❡❞ )♦ ❜❡ ♣♦0✐)✐✈❡✳ ■) ❞❡♣❡♥❞0 ♦♥ ✇❤❡)❤❡- )❤❡ ♦♣)✐✲

♠❛❧ ❝♦♠♠♦❞✐)② )❛① -❛)❡0 τk✱ k = 1, 2 ❛-❡ ❧❛-❣❡- ♦- 0♠❛❧❧❡- )❤❛♥ )❤❡ ✇❡✐❣❤)❡❞ 0✉♠ ♦❢ )❤❡ 0❤❛❞♦✇

♣-✐❝❡0 ♦❢ )❤❡ )❛①❡❞ ❝♦♠♠♦❞✐)② k✱ ♦♥ ✇❤❡)❤❡- )❤❡ 0)❛)✉0 ❣♦♦❞0 ❛-❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥)0 ♦- 0✉❜0)✐)✉)❡0 )♦

❧❡✐0✉-❡ ✭∂cki/∂zi ≷ 0✮ ❛♥❞ ♦♥ ✇❤❡)❤❡- ❞❡♠❛♥❞ ❢♦- )❤❡ 0)❛)✉0 ❣♦♦❞0 ✐♥❝-❡❛0❡0 ✇✐)❤ ♥❡) ✐♥❝♦♠❡

✭∂cki/∂xi ≷ 0✮✳ ■♥ )❤❡ ♥❡①) 0✉❜0❡❝)✐♦♥ ✇❡ ❞✐0❝✉00 )❤❡ ♦♣)✐♠❛❧ ✐♥❝♦♠❡ )❛① 0❝❤❡❞✉❧❡ ✐❢ ❝♦♠♠♦❞✐)②

)❛①❡0 ❛-❡ -❡0)-✐❝)❡❞ )♦ ❜❡ ✉♥✐❢♦-♠✳ ❋♦- )❤✐0 0❝❡♥❛-✐♦ ♠♦-❡ ♣-❡❝✐0❡ 0)❛)❡♠❡♥)0 ❝♦♥❝❡-♥✐♥❣ )❤❡ 0✐❣♥

❛♥❞ )❤❡ 0❤❛♣❡ ♦❢ )❤❡ :✐❣♦✉✈✐❛♥ ♣❛-)0 ✐♥ )❤❡ ♠❛-❣✐♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡ )❛① -❛)❡0 ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡✳

✹✳✶ ❖♣%✐♠❛❧ ✐♥❝♦♠❡ %❛① /❝❤❡❞✉❧❡ ✇✐%❤ ✉♥✐❢♦5♠ %❛①❛%✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐%✐❡/

❖♥❡ ♣♦)❡♥)✐❛❧ ♦❜❥❡❝)✐♦♥ ❛❣❛✐♥0) ♦✉- -❡0✉❧)0 ✐0 )❤❛) ❞✐✛❡-❡♥)✐❛❧ )❛①❛)✐♦♥ ♦❢ 0)❛)✉0 ❣♦♦❞0 ♠✐❣❤) ♥♦)

❜❡ ❢❡❛0✐❜❧❡ ❢♦- ♣♦❧✐)✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠② -❡❛0♦♥0✳

✶✼

■♥ )❤✐0 0✉❜0❡❝)✐♦♥ ✇❡ )♦✉❝❤ ✉♣♦♥ )❤✐0 ✐00✉❡ ❛♥❞ ❛00✉♠❡

)❤❛) )♦)❛❧ ❝♦♥0✉♠♣)✐♦♥ ✐0 -❡0)-✐❝)❡❞ )♦ ❜❡ )❛①❡❞ ✉♥✐❢♦-♠❧② ❛) ❛ -❛)❡ τ ✱ ✐✳❡✳ ❞✐✛❡-❡♥)✐❛❧ )❛①❛)✐♦♥ ♦❢

0)❛)✉0 ❣♦♦❞0 ✐0 ♥♦ ❧♦♥❣❡- ♣♦00✐❜❧❡✳ ❲✐)❤♦✉) ❧♦00 ♦❢ ❣❡♥❡-❛❧✐)② ✇❡ 0❡) τ = 0 0✐♥❝❡ )❤❡ ❡✛❡❝) ♦❢ ❛♥②

✉♥✐❢♦-♠ ❝♦♥0✉♠♣)✐♦♥ )❛① ❝❛♥ ❛❧0♦ ❜❡ ❛))❛✐♥❡❞ )❤-♦✉❣❤ )❤❡ ✐♥❝♦♠❡ )❛①✳ ●✐✈❡♥ )❤✐0 -❡0)-✐❝)✐♦♥ ♦♥

✶✼
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 ❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐ ②  ❛① + ,✉❝ ✉,❡ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡  ❤❡ ,♦❧❡ ♦❢  ❤❡ ✐♥❝♦♠❡  ❛①  ♦ ✐♥ ❡,♥❛❧✐③❡  ❤❡ ♣♦+✐ ✐♦♥❛❧

❡① ❡,♥❛❧✐ ✐❡+✳ ❚❤❡ ♦♣ ✐♠❛❧ ♠❛,❣✐♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡  ❛① ,❛ ❡+ ❝❛♥ ❛❣❛✐♥ ❜❡ ♦❜ ❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣  ❤❡

✜,+ ✲♦,❞❡,✲❝♦♥❞✐ ✐♦♥+ ❢♦, xi, zi ✇✐ ❤ ❡:✉❛ ✐♦♥ ✭✺✮ ❛♥❞ ❜②  ❛❦✐♥❣ ✐♥ ♦ ❛❝❝♦✉♥  ❤❡ ,❡+ ,✐❝ ✐♦♥  ❤❛ 

τ = 0✳ ❋,♦♠ ✭✷✶✮ ❛♥❞ ✭✷✷✮ ✐ ❢♦❧❧♦✇+  ❤❛ ✐♥  ❤✐+ ❝❛+❡  ❤❡ ♦♣ ✐♠❛❧ ♠❛,❣✐♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡  ❛① ,❛ ❡+ ❛,❡

❣✐✈❡♥ ❜②

T ′(zH) =
∑

k=1,2

(
γkL

λ
αkH(L) +

γkH

λ
αkH(H))(

∂ckH

∂zH
+MRSH

zx

∂ckH

∂xH
), ✭✷✸✮

T ′(zL) =
∑

k=1,2

(
γkL

λ
αkL(L) +

γkH

λ
αkL(H))(

∂ckL

∂zL
+MRSL

zx

∂ckL

∂xL
)

+
µ

λπL

∂vH [L]

∂xL
(MRSL

zx −MRSH
zx[L]). ✭✷✹✮

■♥  ❤❡ ❛❜+❝❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐ ②  ❛①❡+ ♦♥❧②  ❤❡ ✐♥❝♦♠❡  ❛① ❝❛♥ ❜❡ ✉+❡❞  ♦ ❝♦,,❡❝ ❢♦,  ❤❡ ♣♦+✐ ✐♦♥❛❧

❡① ❡,♥❛❧✐ ✐❡+✳ ❍❡♥❝❡✱  ❤❡ ✐♥❝♦♠❡  ❛① ✐+ ❛✛❡❝ ❡❞ ❜②  ❤❡ ❡① ❡,♥❛❧✐ ✐❡+ ♥♦ ♠❛  ❡, ❤♦✇  ❤❡ ,❡❢❡,❡♥❝❡

❧❡✈❡❧ ❧♦♦❦+ ❧✐❦❡✳ ❇✉ +✉,♣,✐+✐♥❣❧②✱  ❤❡ +✐❣♥ ♦❢  ❤❡ ❝♦,,❡❝ ✐✈❡ ♣❛, + ✐♥ ✭✷✸✮ ❛♥❞ ✭✷✹✮ ✭+✉♠  ❡,♠✮ ✐+ + ✐❧❧

❛♠❜✐❣✉♦✉+✱ ❡✈❡♥ ✐❢ +❤❛❞♦✇ ♣,✐❝❡+ ❛,❡ ♣♦+✐ ✐✈❡✳ ❚❤✐+ ❛♠❜✐❣✉✐ ② ✐♥  ❤❡ +✐❣♥ ♦❢  ❤❡ J✐❣♦✉✈✐❛♥ ♣❛, ✐♥

 ❤❡ ✐♥❝♦♠❡  ❛① +❝❤❡❞✉❧❡ ✐+ ❛♥ ✐♠♣♦, ❛♥ ❞✐✛❡,❡♥❝❡  ♦  ❤❡ ,❡+✉❧ + ✐♥ ♣,❡✈✐♦✉+ + ✉❞✐❡+ ♦♥  ❤❡ ♦♣ ✐♠❛❧

✐♥❝♦♠❡  ❛① ✇❤❡♥ ,❡❧❛ ✐✈❡ ❝♦♥+✉♠♣ ✐♦♥ ♠❛  ❡,+✱ ✇❤✐❝❤ ❛++✉♠❡  ❤❛  ❤❡,❡ ✐+ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♥+✉♠♣ ✐♦♥

❣♦♦❞ ✭+❡❡ ❢♦, ❡①❛♠♣❧❡ ❆,♦♥++♦♥ ❛♥❞ ❏♦❤❛♥++♦♥✲❙ ❡♥♠❛♥✱ ✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡,❡✱ ❛+ +♦♦♥ ❛+  ❤❡ +❤❛❞♦✇

♣,✐❝❡ ✐+ ♣♦+✐ ✐✈❡✱  ❤❡ J✐❣♦✉✈✐❛♥ ♣❛, ✐♥  ❤❡ ✐♥❝♦♠❡  ❛① +❝❤❡❞✉❧❡ ✐+ ❛❧+♦ ♣♦+✐ ✐✈❡✳

✶✽

❚❤✐♥❣+ ❜❡❝♦♠❡

♠♦,❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛ ❡❞ ✐❢  ❤❡,❡ ❛,❡ ❜♦ ❤ ♣♦+✐ ✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥♣♦+✐ ✐♦♥❛❧ ❢♦,♠+ ♦❢ ❝♦♥+✉♠♣ ✐♦♥✳ ❋♦, ❡①❛♠✲

♣❧❡✱ ✐❢ ❛ + ❛ ✉+ ❣♦♦❞ ✐+ ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥  ♦ ❧❡✐+✉,❡✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ∂cki/∂zi < 0✱  ❤❡♥  ❤❡,❡ ✐+ ❛♥ ❡✛❡❝ 

 ❤❛ ✇♦,❦+ ✐♥  ❤❡ ♦♣♣♦+✐ ❡ ❞✐,❡❝ ✐♦♥ ,❡:✉✐,✐♥❣ ❛ ❧♦✇❡, ♦, ❡✈❡♥ ♥❡❣❛ ✐✈❡ ♠❛,❣✐♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡  ❛① ,❛ ❡✳

❚❤❡ ✐♥ ✉✐ ✐♦♥ ❢♦,  ❤✐+ ❡✛❡❝ ✐+  ❤❛ ✐♥❝,❡❛+✐♥❣  ❤❡ ♠❛,❣✐♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡  ❛① ,❛ ❡ ✐♥❞✉❝❡+ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧+  ♦

❡♥❥♦② ♠♦,❡ ❧❡✐+✉,❡ ❛♥❞  ♦ ❛❧+♦ ❝♦♥+✉♠❡ ♠♦,❡ ♦❢  ❤❡ + ❛ ✉+ ❣♦♦❞✳ ❈❧❡❛,❧②✱ ✐❢  ❤❡ + ❛ ✉+ ❣♦♦❞ ✐+ ❛

♥♦,♠❛❧ ❣♦♦❞✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ∂cki/∂xi > 0✱  ❤✐+ ❡✛❡❝ ♠✐❣❤ ❜❡ ♦✛+❡ ❜②  ❤❡ ❡✛❡❝ ♦❢ ❛ ,❡❞✉❝ ✐♦♥ ✐♥

♥❡ ✐♥❝♦♠❡ ♦♥  ❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦,  ❤❡ + ❛ ✉+ ❣♦♦❞✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥ ✐+  ❤❛ ✐❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧+ ❝❛♥ +♣❡♥❞  ❤❡✐,

✐♥❝♦♠❡ ♦♥ ♣♦+✐ ✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥♣♦+✐ ✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞+✱ ❛ ❤✐❣❤❡, ✐♥❝♦♠❡  ❛① ❞♦❡+ ♥♦ ♥❡❝❡++❛,✐❧② ✐♠♣❧②

❧♦✇❡, ❝♦♥+✉♠♣ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ ♣♦+✐ ✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐+ ✐♥ ❝♦♥ ,❛+  ♦ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡,❡ ❛❧❧ ❝♦♥+✉♠♣ ✐♦♥

✐+ ❛++✉♠❡❞  ♦ ❜❡ ♣♦+✐ ✐♦♥❛❧✳ ❚❤✐+ ,❡+✉❧ ✐+ + ❛ ❡❞ ✐♥ J,♦♣♦+✐ ✐♦♥ ✹✳

✶✽

❚❤❡✐$ ❢♦$♠✉❧❛+ ❢♦$ ,❤❡ ♠❛$❣✐♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ,❛① $❛,❡+ ❞♦ ♥♦, ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ +❤❛❞♦✇ ♣$✐❝❡✳ ■♥ ,❤❡✐$ ♥♦,❛,✐♦♥✱ ❛ +✉✣❝✐❡♥,

❝♦♥❞✐,✐♦♥ ❢♦$ ,❤❡ $❡❧❛,✐✈❡ ❝♦♥+✉♠♣,✐♦♥ ❝♦♥❝❡$♥+ ,♦ ❝♦♥,$✐❜✉,❡ ,♦ ❤✐❣❤❡$ ♠❛$❣✐♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ,❛① $❛,❡+ ✐+ ,❤❛, ,❤❡

❧♦✇✲❛❜✐❧✐,② ,②♣❡ ✐+ ❛, ❧❡❛+, ❛+ ♣♦+✐,✐♦♥❛❧ ❛+ ,❤❡ ♠✐♠✐❝❦❡$✳ ■♥ ,❤❡ ❛❜+❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐,② ,❛①❡+ ,❤✐+ ❝♦♥❞✐,✐♦♥ ✇♦✉❧❞

✐♠♣❧② ♣♦+✐,✐✈❡ +❤❛❞♦✇ ♣$✐❝❡+ ✐♥ ♦✉$ ❢$❛♠❡✇♦$❦✱ ✇❤✐❝❤ ❥✉+,✐✜❡+ ,❤✐+ +,❛,❡♠❡♥,✳

✷✵



 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✹ ✿ ❆""✉♠❡ &❤❛& "❤❛❞♦✇ ♣-✐❝❡" ❛-❡ ♣♦"✐&✐✈❡ ❛♥❞ &❤❛& ❝♦♠♠♦❞✐&✐❡" 1 ❛♥❞ 2 ❛-❡ ♥♦-♠❛❧

❣♦♦❞"✱ ✐✳❡✳ γki/λ > 0 ❛♥❞ ∂cki/∂xi > 0 ✇✐&❤ k = 1, 2 ❛♥❞ i = L,H✳ ❚❤❡♥ &❤❡ 7✐❣♦✉✈✐❛♥ ♣❛-&" ✐♥

&❤❡ ✐♥❝♦♠❡ &❛① "❝❤❡❞✉❧❡ ❛-❡ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉"❧② ♣♦"✐&✐✈❡ ✐❢ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦- ❝♦♠♠♦❞✐&✐❡" 1 ❛♥❞ 2 ✐" ❡✐&❤❡-

✉♥❛✛❡❝&❡❞ ❜② ❧❡✐"✉-❡ ♦- ❞❡❝-❡❛"❡" ✇✐&❤ ❧❡✐"✉-❡ ✭∂cki/∂zi ≥ 0✮✳ ■❢✱ ❤♦✇❡✈❡-✱ &❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦- "&❛&✉"

❣♦♦❞" ✐♥❝-❡❛"❡" ✇✐&❤ ❧❡✐"✉-❡ ✭∂cki/∂zi < 0✮ &❤❡ "✐❣♥ ♦❢ &❤❡ 7✐❣♦✉✈✐❛♥ ♣❛-& ✐" ❛♠❜✐❣✉♦✉"✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ "❤♦✇ &❤❛& ✇✐&❤ "♦♠❡ ❛❞❞✐&✐♦♥❛❧ ❛""✉♠♣&✐♦♥" &❤❡ 7✐❣♦✉✈✐❛♥ ♣❛-& ✐♥ &❤❡ ✐♥❝♦♠❡ &❛①

"❝❤❡❞✉❧❡ ✐" ♣-♦❣-❡""✐✈❡✳ ❚❤❡ 7✐❣♦✉✈✐❛♥ ❡❧❡♠❡♥&" ✐♥ ✭✷✸✮ ❛♥❞ ✭✷✹✮ ❛-❡ ❣✐✈❡♥ ❜② &❤❡ ✜-"& &❡-♠ ♦♥ &❤❡

❘❍❙ ♦❢ &❤❡"❡ ❡H✉❛&✐♦♥"✳ ❆""✉♠✐♥❣ &❤❛& &❤❡ ❝♦♥"✉♠♣&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ H &②♣❡ ❤❛" ❛ ❧❛-❣❡- ✇❡✐❣❤& ✐♥ &❤❡

❢♦-♠❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ -❡❢❡-❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧" ✭❡✳❣✳ ✉♣✇❛-❞ ❝♦♠♣❛-✐"♦♥✮✱ ✐✳❡✳ αkH(i) > αkL(i)✱ &❤❡ ✐♥❡H✉❛❧✐&②

∑

k=1,2

(
γkL

λ
αkH(L) +

γkH

λ
αkH(H)) >

∑

k=1,2

(
γkL

λ
αkL(L) +

γkH

λ
αkL(H)) ✭✷✺✮

❤♦❧❞"✱ ♣-♦✈✐❞❡❞ &❤❛& &❤❡ "❤❛❞♦✇ ♣-✐❝❡" ❛-❡ ♣♦"✐&✐✈❡✳ ●✐✈❡♥ αkH(i) > αkL(i) ❛ "✉✣❝✐❡♥& ❝♦♥❞✐&✐♦♥

❢♦- &❤❡ 7✐❣♦✉✈✐❛♥ ❡❧❡♠❡♥& ✐♥ &❤❡ ♦♣&✐♠❛❧ ♠❛-❣✐♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡ &❛① -❛&❡ &♦ ❜❡ ❧❛-❣❡- ❢♦- &❤❡ H &②♣❡ ✭"❡❡

✭✷✸✮ ❛♥❞ ✭✷✹✮✮✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ ❢♦- &❤❡ 7✐❣♦✉✈✐❛♥ ♣❛-&" ✐♥ &❤❡ ✐♥❝♦♠❡ &❛① "❝❤❡❞✉❧❡ &♦ ❜❡ ♣-♦❣-❡""✐✈❡✱ ✐"

(
∂ckH

∂zH
+MRSH

zx

∂ckH

∂xH
)

︸ ︷︷ ︸

(
dckH
dzH

)dVH=0

≥ (
∂ckL

∂zL
+MRSL

zx

∂ckL

∂xL
)

︸ ︷︷ ︸

(
dckL
dzL

)dVL=0

> 0, ✭✷✻✮

k = 1, 2✳ ❚❤✐" ❝♦♥❞✐&✐♦♥ "&❛&❡" &❤❛& &❤❡ H &②♣❡" ❝❤❛♥❣❡ &❤❡✐- ❞❡♠❛♥❞ ❢♦- &❤❡ ♣♦"✐&✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠♦❞✐&✐❡"

❛& ❧❡❛"& ❛" ♠✉❝❤ ❛" &❤❡ L &②♣❡"✱ ✐♥ ❝❛"❡ ♦❢ ❛ ♠❛-❣✐♥❛❧ ✐♥❝-❡❛"❡ ♦❢ ❣-♦"" ✐♥❝♦♠❡ ✇❤✐❝❤ ✐" ❝♦♠♣❡♥"❛&❡❞

"✉❝❤ &❤❛& &❤❡✐- ✉&✐❧✐&② ❞♦❡" ♥♦& ❝❤❛♥❣❡✳ ❋✉-&❤❡-✱ &❤✐" ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❞❡♠❛♥❞ ❤❛" &♦ ❜❡ ♣♦"✐&✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐"

❣✉❛-❛♥&❡❡❞ ✐❢ ❝♦♠♠♦❞✐&② k ✐" ❛ ♥♦-♠❛❧ ❣♦♦❞ ❛♥❞ ✐❢ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦- k ✐" ✉♥❛✛❡❝&❡❞ ❜② ❧❡✐"✉-❡ ♦- ❛ "✉❜"&✐✲

&✉&❡ &♦ ❧❡✐"✉-❡✳ ❖❜"❡-✈❡ &❤❛& ✐❢ ♣-❡❢❡-❡♥❝❡" ❛-❡ ✇❡❛❦❧② "❡♣❛-❛❜❧❡ ✐♥ ❧❛❜♦- "✉♣♣❧② ❛♥❞ ❝♦♥"✉♠♣&✐♦♥

❛♥❞ ❤♦♠♦&❤❡&✐❝ ✐♥ ❝♦♥"✉♠♣&✐♦♥ &❤✐" ❝♦♥❞✐&✐♦♥ -❡❞✉❝❡" &♦ MRSH
zx ≥ MRSL

zx ❛& &❤❡ ♦♣&✐♠❛❧ ❜✉♥✲

❞❧❡" (zH , xH)✱ (zL, xL) ❛" ✇✐&❤ "✉❝❤ ♣-❡❢❡-❡♥❝❡" ∂cki/∂zi = 0 ❛♥❞ ∂ckH/∂xH = ∂ckL/∂xL✳ ■♥ &❤❡

❛❜"❡♥❝❡ ♦❢ ❡①&❡-♥❛❧✐&✐❡" &❤❡ ✐♥❡H✉❛❧✐&② MRSH
zx ≥ MRSL

zx ❤♦❧❞" ❛& &❤❡ ♦♣&✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛&✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤

✐" ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛&❡ ❝♦♥"❡H✉❡♥❝❡ ♦❢ &❤❡ ③❡-♦ ❛& &❤❡ &♦♣ -❡"✉❧& ✐♥ &❤❡ "&❛♥❞❛-❞ ✈❡-"✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ▼✐--❧❡❡"

✐♥❝♦♠❡ &❛① ♠♦❞❡❧ ✭❙❛❞❦❛✱ ✶✾✼✻❀ ❙❡❛❞❡✱ ✶✾✼✼✮✳ ❇✉& ✐♥ ♦✉- ♠♦❞❡❧ &❤✐" ✐♥❡H✉❛❧✐&② ❝❛♥ ✐♥ ♣-✐♥❝✐♣❧❡

❜❡ ✈✐♦❧❛&❡❞ ❛" ✐& ✐" ♦♣&✐♠❛❧ &♦ ❛❧"♦ ❞✐"&♦-& &❤❡ ❞❡❝✐"✐♦♥ ♦❢ &❤❡ H &②♣❡"✳ ◆❡✈❡-&❤❡❧❡""✱ ✐❢ &❤❡ "♦❝✐❛❧

❞❛♠❛❣❡ ❝❛✉"❡❞ ❜② &❤❡ ❡①&❡-♥❛❧✐&② ✐" "♠❛❧❧✱ &❤✐" ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ✐" ❧✐❦❡❧② &♦ ❤♦❧❞✳ ❚❤❡ -❡"✉❧& ❝♦♥❝❡-♥✐♥❣

&❤❡ ♣-♦❣-❡""✐✈✐&② ♦❢ &❤❡ 7✐❣♦✉✈✐❛♥ ♣❛-& ✐♥ &❤❡ ✐♥❝♦♠❡ &❛① "❝❤❡❞✉❧❡ ✐" "✉♠♠❛-✐③❡❞ ✐♥ 7-♦♣♦"✐&✐♦♥ ✺✳

✷✶



 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✺ ✿ ❆""✉♠❡ &❤❛& αkH(i) > αkL(i)✱ k = 1, 2 ❛♥❞ i = L,H✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢ &❤❡ ❡①&❡1✲

♥❛❧✐&② ✐" "♦❝✐❛❧❧② ❤❛1♠❢✉❧ ✭♣♦"✐&✐✈❡ "❤❛❞♦✇ ♣1✐❝❡"✮✱ ❡<✉❛&✐♦♥ ✭✷✻✮ ✐" ❛ "✉✣❝✐❡♥& ❜✉& ♥♦& ♥❡❝❡""❛1②

❝♦♥❞✐&✐♦♥ ❢♦1 &❤❡ A✐❣♦✉✈✐❛♥ ♣❛1&" ✐♥ &❤❡ ♦♣&✐♠❛❧ ✐♥❝♦♠❡ &❛① "❝❤❡❞✉❧❡ &♦ ❜❡ ♣1♦❣1❡""✐✈❡✳

❚❤✉"✱ ✐❢ &❤❡ ❝♦♥"✉♠♣&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ H &②♣❡ ❤❛" ❛ ❧❛1❣❡1 ✇❡✐❣❤& ✐♥ &❤❡ ❢♦1♠❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❡①&❡1♥❛❧✲

✐&②✱ &❤❡♥ ✐& ✐" ♦♣&✐♠❛❧ ❢♦1 &❤❡ A✐❣♦✉✈✐❛♥ ❡❧❡♠❡♥& ✐♥ &❤❡ ✐♥❝♦♠❡ &❛① "❝❤❡❞✉❧❡ &♦ ❜❡ ❧❛1❣❡1 ❢♦1 &❤❡

H &②♣❡✱ ❛& ❧❡❛"& ✐❢ &❤❡ ❝♦♥"✉♠♣&✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐&✐❡" 1 ❛♥❞ 2 ♦❢ &❤❡ ❤✐❣❤✲❛❜❧❡" 1❡"♣♦♥❞" ❛& ❧❡❛"& ❛"

"&1♦♥❣ &♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❣1♦""✲✐♥❝♦♠❡ &❤❛♥ &❤❡ ♦♥❡ ♦❢ &❤❡ ❧♦✇✲❛❜❧❡✳

✺ ❈♦♥❝❧✉'✐♦♥

■♥ &❤✐" ♣❛♣❡1 ✇❡ ❤❛✈❡ "&✉❞✐❡❞ &❤❡ ♦♣&✐♠❛❧ &❛①❛&✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❝♦♠♠♦❞✐&✐❡" ✇❤❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧"

♠❛❦❡ 1❡❧❛&✐✈❡ ❝♦♥"✉♠♣&✐♦♥ ❝♦♠♣❛1✐"♦♥"✳ ■♥ ❝♦♥&1❛"& &♦ ♣1❡✈✐♦✉" "&✉❞✐❡" ✇❡ ❤❛✈❡ ❛""✉♠❡❞ &❤❛&

&❤❡1❡ ❛1❡ ❜♦&❤ ♣♦"✐&✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥♣♦"✐&✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠♦❞✐&✐❡"✱ &❛❦✐♥❣ ✐♥&♦ ❛❝❝♦✉♥& &❤❡ ✐❞❡❛ &❤❛& 1❡❧✲

❛&✐✈❡ ❝♦♥"✉♠♣&✐♦♥ ♠❛&&❡1" ❢♦1 "♦♠❡ ❜✉& ♥♦& ❢♦1 ❛❧❧ ❝♦♠♠♦❞✐&✐❡"✳ ❚❤✐" ✈✐❡✇ ✐" ❛❧"♦ "✉♣♣♦1&❡❞

❜② 1❡❝❡♥& 1❡"✉❧&" ❢1♦♠ &❤❡ ❡♠♣✐1✐❝❛❧ ❧✐&❡1❛&✉1❡ ✭"❡❡ ❢♦1 ❡①❛♠♣❧❡ ❙♦❧♥✐❝❦ ❛♥❞ ❍❡♠❡♥✇❛②✱ ✷✵✵✺✮✳

▼♦1❡♦✈❡1 ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①&❡♥❞❡❞ &❤❡ ❧✐&❡1❛&✉1❡ ♦♥ ♦♣&✐♠❛❧ &❛①❛&✐♦♥ ✐♥ &❤❡ ♣1❡"❡♥❝❡ ♦❢ ❡①&❡1♥❛❧✐&✐❡" &♦ ❛

♠✉❧&✐✲❡①&❡1♥❛❧✐&② "❡&&✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇" ✉" &♦ ❛♥❛❧②③❡ &❤❡ ✐♥&❡1❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡&✇❡❡♥ &❤❡ ❡①&❡1♥❛❧✐&②✲

❣❡♥❡1❛&✐♥❣ ❝♦♠♠♦❞✐&✐❡" ❛♥❞ ✐&" ❡✛❡❝& ♦♥ &❤❡ ♦♣&✐♠❛❧ &❛① "&1✉❝&✉1❡✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ &❤❛& ✐♥ ❣❡♥❡1❛❧ &❤❡ ✇❤♦❧❡ &❛① "②"&❡♠ ✐" ❛✛❡❝&❡❞ ❜② &❤❡ ♣♦"✐&✐♦♥❛❧ ❡①&❡1♥❛❧✐&✐❡"✳

■♥ ♣❛1&✐❝✉❧❛1 ❡✈❡♥ &❤❡ &❛① 1❛&❡ ♦♥ &❤❡ ♥♦♥♣♦"✐&✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞ ❛♥❞ &❤❡ ✐♥❝♦♠❡ &❛① "❡1✈❡ ❢♦1 ❡①&❡1♥❛❧✐&②✲

❝♦11❡❝&✐♥❣ ♣✉1♣♦"❡" ❛& ❧❡❛"& ✐❢ &❤❡ ❝♦♥"✉♠♣&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ &✇♦ &②♣❡" ✐" ✇❡✐❣❤&❡❞ ❞✐✛❡1❡♥&❧② ✐♥ &❤❡

❢♦1♠❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ 1❡❢❡1❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧" ✭❡✳❣✳ ✉♣✇❛1❞ ❝♦♠♣❛1✐"♦♥✮✳ ❚❤❡ 1❡❛"♦♥ ✐" &❤❛& ✐♥ &❤✐" ❝❛"❡ &❤❡

♣1♦♣♦1&✐♦♥❛❧ &❛①❡" ♦♥ &❤❡ ♣♦"✐&✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠♦❞✐&✐❡" ❛❧♦♥❡ ❝❛♥♥♦& ❛❝❤✐❡✈❡ &❤❡ ❛❞❞✐&✐♦♥❛❧ ❞✐✛❡1❡♥&✐❛&✐♦♥

❜❡&✇❡❡♥ &❤❡ &✇♦ &②♣❡" ✇❤✐❝❤ &❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡" ❞❡"✐1❛❜❧❡ ❢♦1 ❡①&❡1♥❛❧✐&②✲❝♦11❡❝&✐♥❣ ♣✉1♣♦"❡"✳ ❙♦♠❡

❛❞❞✐&✐♦♥❛❧ ❞✐✛❡1❡♥&✐❛&✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛&&❛✐♥❡❞ ✇✐&❤ &❤❡ ✇❤♦❧❡ "❡& ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐&② &❛①❡" ♣1♦✈✐❞❡❞ &❤❛&

❝1♦""✲♣1✐❝❡ ❡✛❡❝&" ❛1❡ ♣1❡"❡♥& ❛♥❞ &❤❛& &❤❡ &✇♦ &②♣❡" 1❡❛❝& ❞✐✛❡1❡♥&❧② &♦ 1❡❧❛&✐✈❡ ♣1✐❝❡ ❝❤❛♥❣❡"✳

❋✉1&❤❡1 ❞✐✛❡1❡♥&✐❛&✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐&❤ &❤❡ ✐♥❝♦♠❡ &❛① ❛" ✐& ❛❧❧♦✇" &♦ &❛① &❤❡ &✇♦ &②♣❡"

❞✐✛❡1❡♥&❧②✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧"♦ ❛♥❛❧②③❡❞ &❤❡ ♦♣&✐♠❛❧ &❛① "&1✉❝&✉1❡ ✐❢ ❝♦♠♠♦❞✐&② &❛①❡" ❛1❡ 1❡"&1✐❝&❡❞ &♦ ❜❡ ✉♥✐❢♦1♠

❢♦1 ❡①❛♠♣❧❡ ❞✉❡ &♦ ♣♦❧✐&✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠② 1❡❛"♦♥"✳ ❚❤❡♥ ♦♥❧② &❤❡ ✐♥❝♦♠❡ &❛① ❝❛♥ "❡1✈❡ &♦ ❝♦11❡❝& ❢♦1 &❤❡

♣♦"✐&✐♦♥❛❧ ❡①&❡1♥❛❧✐&✐❡"✳ ■♥ ❣❡♥❡1❛❧ &❤❡ ♦♣&✐♠❛❧ ♠❛1❣✐♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡ &❛① 1❛&❡" ❛1❡ ❤✐❣❤❡1 &❤❛♥ ✐♥ &❤❡

❛❜"❡♥❝❡ ♦❢ 1❡❧❛&✐✈❡ ❝♦♥❝❡1♥" ❛♥❞ &❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ③❡1♦ ❛& &❤❡ &♦♣ 1❡"✉❧& ❞♦❡" ♥♦& ❤♦❧❞✳ ❍♦✇❡✈❡1✱ ♦✉1

✷✷



❛!!✉♠♣%✐♦♥ %❤❛% ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧! ❝❛♥ !♣❡♥❞ %❤❡✐/ ✐♥❝♦♠❡ ♦♥ ❜♦%❤ ♣♦!✐%✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥♣♦!✐%✐♦♥❛❧ ❢♦/♠!

♦❢ ❝♦♥!✉♠♣%✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡! %❤❛% ✐❢ !%❛%✉! ❝♦♥!✉♠♣%✐♦♥ ✐! ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥% %♦ ❧❡✐!✉/❡ %❤❡♥ %❤❡ !✐❣♥ ♦❢ %❤❡

3✐❣♦✉✈✐❛♥ ♣❛/% ✐♥ %❤❡ ✐♥❝♦♠❡ %❛① ✐! ❛♠❜✐❣✉♦✉!✳ ❚❤❡ /❡❛!♦♥ ✐! %❤❛% ✐♥ %❤✐! ❝❛!❡ ❛♥ ✐♥❝/❡❛!❡ ✐♥ %❤❡

♠❛/❣✐♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡ %❛① /❛%❡ ❞♦❡! ♥♦% ♥❡❝❡!!❛/✐❧② ❧❡❛❞ %♦ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ %❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦/ !%❛%✉! ❣♦♦❞!✳

▼♦/❡♦✈❡/ ✇❡ ❤❛✈❡ !❤♦✇♥ %❤❛% ✐❢ %❤❡ ❝♦♥!✉♠♣%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❤✐❣❤✲❛❜❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧! ❤❛! ❛ ❤✐❣❤❡/ ✇❡✐❣❤%

✐♥ %❤❡ ❢♦/♠❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ /❡❢❡/❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧! %❤❡♥ ✇✐%❤ !♦♠❡ ♠✐❧❞ ❛❞❞✐%✐♦♥❛❧ ❛!!✉♠♣%✐♦♥! %❤❡ 3✐❣♦✉✈✐❛♥

❡❧❡♠❡♥%! ✐♥ %❤❡ ♠❛/❣✐♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡ %❛① /❛%❡! ❛/❡ ♣/♦❣/❡!!✐✈❡✳

❆♣♣❡♥❞✐①

❋✐"#$ ♦"❞❡" ❝♦♥❞✐$✐♦♥# ♦❢ $❤❡ ❣♦✈❡"♥♠❡♥$✬# ♠❛①✐♠✐③❛$✐♦♥ ♣"♦❜❧❡♠

❚❤❡ ✜/!%✲♦/❞❡/ ❝♦♥❞✐%✐♦♥! ✇✐%❤ /❡!♣❡❝% %♦ %❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❜✉♥❞❧❡! xi, zi✱ i = L,H✱ ❛/❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❡=✉❛%✐♦♥!

✭❆✶✮✲✭❆✹✮✳

fL
vL

∂xL
= λπL − λπL

∑

j=1,2,3

τj
∂cjL

∂xL
+ µ

∂vH [L]

∂xL
+ πL

∂c1L

∂xL

∑

i=L,H

γ1iα1L(i)

+ πL
∂c2L

∂xL

∑

i=L,H

γ2iα2L(i) ✭❆✶✮

fH
vH

∂xH
= λπH − λπH

∑

j=1,2,3

τj
∂cjH

∂xH
− µ

∂vH

∂xH
+ πH

∂c1H

∂xH

∑

i=L,H

γ1iα1H(i)

+ πH
∂c2H

∂xH

∑

i=L,H

γ2iα2H(i) ✭❆✷✮

fL
∂vL

∂zL
= −λπL − λπL

∑

j=1,2,3

τj
∂cjL

∂zL
+ µ

∂vH [L]

∂zL
+ πL

∂c1L

∂zL

∑

i=L,H

γ1iα1L(i)

+ πL
∂c2L

∂zL

∑

i=L,H

γ2iα2L(i) ✭❆✸✮

fH
∂vH

∂zH
= −λπH − λπH

∑

j=1,2,3

τj
∂cjH

∂zH
− µ

∂vH

∂zH
+ πH

∂c1H

∂zH

∑

i=L,H

γ1iα1H(i)

+ πH
∂c2H

∂zH

∑

i=L,H

γ2iα2H(i) ✭❆✹✮

✷✸



❚❤❡ ✜$%&✲♦$❞❡$ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ✇✐&❤ $❡%♣❡❝& &♦ ❝♦♠♠♦❞✐&② &❛①❡% τj ✱ j = 1, 2, 3✱ $❡❛❞

∑

i=L,H

fi
vi

τj
+ λ

∑

i=L,H

πicji + λ
∑

i=L,H

∑

m=1,2,3

πiτm
∂cmi

∂τj
+ µ(

∂vH

∂τj
−
∂vH [L]

∂τj
)

− γ1L

∑

i=L,H

α1i(L)πi
∂c1i

∂τj
− γ1H

∑

i=L,H

α1i(H)πi
∂c1i

∂τj
− γ2L

∑

i=L,H

α2i(L)πi
∂c2i

∂τj

− γ2H

∑

i=L,H

α2i(H)πi
∂c2i

∂τj
= 0. ✭❆✺✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ✜$%& ♦$❞❡$ ❝♦♥❞✐&✐♦♥% ❢♦$ ckL ❛♥❞ ckH ✱ k = 1, 2✱ ❛$❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭❆✻✮❛♥❞ ✭❆✼✮✳

fL
∂vL

∂ckL
+ λπL

∑

j=1,2,3

τj
∂cjL

∂ckL
− µ

∂vH [L]

∂ckL
+ γkL − πL

∂c1L

∂ckL

∑

i=L,H

γ1iα1L(i)

− πL
∂c2L

∂ckL

∑

i=L,H

γ2iα2L(i) = 0 ✭❆✻✮

fH
∂vH

∂ckH
+ λπH

∑

j=1,2,3

τj
∂cjH

∂ckH
+ µ

∂vH

∂ckH
+ γkH − πH

∂c1H

∂ckH

∑

i=L,H

γ1iα1H(i)

− πH
∂c2H

∂ckH

∑

i=L,H

γ2iα2H(i) = 0 ✭❆✼✮

❉❡"✐✈❛&✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶

❚❛❦❡ &❤❡ ✜$%& ♦$❞❡$ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ❢♦$ ckL ❣✐✈❡♥ ❜② ❆✻ ❛♥❞ ❛❞❞ ❛♥❞ %✉❜&$❛❝& µ∂vH [L]
∂xL

∂vL/∂ckL

∂vL/∂xL
✳ ❆✻

❝❛♥ &❤❡♥ ❜❡ ✇$✐&&❡♥ ❛%

(fL
∂vL

∂xL
− µ

∂vH [L]

∂xL
)
∂vL/∂ckL

∂vL/∂xL
− µ

∂vH [L]

∂xL
(
∂vH [L]/∂ckL

∂vH [L]/∂xL
−
∂vL/∂ckL

∂vL/∂xL
) + λπL

∑

j=1,2,3

τj
∂cjL

∂ckL

+ γkL − πL
∂c1L

∂ckL

∑

i

γ1iα1L(i) − πL
∂c2L

∂ckL

∑

i

γ2iα2L(i) = 0, ✭❆✽✮

k = 1, 2✳ ◆♦✇ ♠❛❦❡ ✉%❡ ♦❢ &❤❡ ❞❡✜♥✐&✐♦♥ ❢♦$ MWPki ✭❡E✉❛&✐♦♥ ✭✶✵✮✮ ❛♥❞ %✉❜%&✐&✉&❡ ❢♦$ (fL
∂vL

∂xL
−

µ∂vH [L]
∂xL

) ❢$♦♠ &❤❡ ✜$%&✲♦$❞❡$ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ❢♦$ xL ❣✐✈❡♥ ❜② ❆✶✳ ■♥ ❛❞❞✐&✐♦♥ ✉%❡ &❤❡ ❙❧✉&%❦② ❞❡❝♦♠♣♦✲

✷✹



 ✐"✐♦♥ 

∂cji

∂cki
=

∂ccom
ji

∂cki
−MWPki

∂cji

∂xi
✱ j = 1, 2, 3 ❛♥❞ k = 1, 2✳ ❚❤❡♥ ♦♥❡ ❣❡" 

γkL

λ
−
γ1L

λ
α1L(L)πL

∂ccom
1L

∂ckL
−
γ2L

λ
α2L(L)πL

∂ccom
2L

∂ckL
−
γ1H

λ
α1L(H)πL

∂ccom
1L

∂ckL

−
γ2H

λ
α2L(H)πL

∂ccom
2L

∂ckL
= πLMWPkL − µ

∂vH [L]

∂xL
(MWPkH [L] −MWPkL)

− πL

∑

j=1,2,3

τj
∂ccom

jL

∂ckL
, ✭❆✾✮

❦❂✶✱✷✳

❙✐♠✐❧❛8❧②✱ "❤❡ ✜8 "✲♦8❞❡8 ❝♦♥❞✐"✐♦♥ ❢♦8 ckH ✭❡>✉❛"✐♦♥ ❆✼✮ ❝❛♥ ❛❧ ♦ ❜❡ ✇8✐""❡♥ ❛ 

(fH
∂vH

∂xH
+ µ

∂vH

∂xH
)
∂vH/∂ckH

∂vH/∂xH
+ λπH

∑

j=1,2,3

τj
∂cjH

∂ckH
+ γkH − πH

∂c1H

∂ckH

∑

i

γ1iα1H(i)

− πH
∂c2H

∂ckH

∑

i

γ2iα2H(i) = 0, ✭❆✶✵✮

k = 1, 2✳ ❙✉❜ "✐"✉"✐♥❣ ❢♦8 (fH
∂vH

∂xH
+ µ ∂vH

∂xH
) ❢8♦♠ ❆✷ ❛♥❞ ❛❣❛✐♥ ♠❛❦✐♥❣ ✉ ❡ ♦❢ "❤❡ ❙❧✉" ❦② ❞❡❝♦♠✲

♣♦ ✐"✐♦♥ ✱ ❆✶✵ ❜❡❝♦♠❡ 

γkH

λ
−
γ1L

λ
α1H(L)πH

∂ccom
1H

∂ckH
−
γ2L

λ
α2H(L)πH

∂ccom
2H

∂ckH
−
γ1H

λ
α1H(H)πH

∂ccom
1H

∂ckH

−
γ2H

λ
α2H(H)πH

∂ccom
2H

∂ckH
= πHMWPkH − πH

∑

j=1,2,3

τj
∂ccom

jH

∂ckH
, ✭❆✶✶✮

k = 1, 2✳ ❚8❛♥ ❢♦8♠✐♥❣ ❆✾ ❛♥❞ ❆✶✶ ✭✹ ❡>✉❛"✐♦♥ ✮ "♦ ♠❛"8✐① ♥♦"❛"✐♦♥✱ ♦♥❡ ♦❜"❛✐♥ ❡>✉❛"✐♦♥ ✭✶✶✮✳

❉❡"✐✈❛&✐♦♥ ♦❢ ♦♣&✐♠❛❧ ❝♦♠♠♦❞✐&② &❛① "❛&❡1

❚❛❦❡ "❤❡ ✜8 "✲♦8❞❡8 ❝♦♥❞✐"✐♦♥ ❢♦8 τj ❣✐✈❡♥ ❜② ❆✺ ❛♥❞ ♣❧✉❣ ✐♥ ❢♦8

∂vi

∂τj
= −cji

∂vi

∂xi
✱

∂vH [L]
∂τj

=

−cjH [L]∂vH [L]
∂xL

❛♥❞ ❢♦8 "❤❡ ❙❧✉" ❦②✲❡>✉❛"✐♦♥ 

∂cji

∂τj
=

∂ccom
ji

∂pj
− cji

∂cji

∂xi
❛♥❞

∂cmi

∂τj
=

∂ccom
mi

∂pj
− cji

∂cmi

∂xi

✷✺



✇✐"❤ j,m = 1, 2, 3 ❛♥❞ j 6= m✳ ❖♥❡ ❣❡"+

− cjLfL
∂vL

∂xL
− cjHfH

∂vH

∂xH
+ λ

∑

i

πicji + λ
∑

m=1,2,3

∑

i

τmπi(
∂ccom

mi

∂pj
− cji

∂cmi

∂xi
)

− µ(
∂vH

∂xH
cjH −

∂vH [L]

∂xL
cjH [L]) − γ1L

∑

i

α1i(L)πi(
∂ccom

1i

∂pj
− cji

∂c1i

∂xi
)

− γ1H

∑

i

α1i(H)πi(
∂ccom

1i

∂pj
− cji

∂c1i

∂xi
) − γ2L

∑

i

α2i(L)πi(
∂ccom

2i

∂pj
− cji

∂c2i

∂xi
)

− γ2H

∑

i

α2i(H)πi(
∂ccom

2i

∂pj
− cji

∂c2i

∂xi
) = 0. ✭❆✶✷✮

❙✉❜+"✐"✉"✐♥❣ ❢♦6 fL
∂vL

∂xL
❛♥❞ fH

∂vH

∂xH
❢6♦♠ ❆✶ ❛♥❞ ❆✷✱ ❡9✉❛"✐♦♥ ❆✶✷ ❝❛♥ ❜❡ ✇6✐""❡♥ ❛+

∑

m=1,2,3

∑

i

τmπi
∂ccom

mi

∂pj
= −

µ

λ

∂vH [L]

∂xL
(cjH [L] − cjL) +

γ1L

λ

∑

i

α1i(L)πi
∂ccom

1i

∂pj

+
γ1H

λ

∑

i

α1i(H)πi
∂ccom

1i

∂pj
+
γ2L

λ

∑

i

α2i(L)πi
∂ccom

2i

∂pj
+
γ2H

λ

∑

i

α2i(H)πi
∂ccom

2i

∂pj
, ✭❆✶✸✮

j = 1, 2, 3✳ ❚❤❡6❡ ❛6❡ "❤6❡❡ ❡9✉❛"✐♦♥+ ✇✐"❤ "❤6❡❡ ✉♥❦♥♦✇♥+ τ1, τ2, τ3✳ ❆✶✸ ❝❛♥ ❜❡ "6❛♥+❢♦6♠❡❞

"♦ ♠❛"6✐① ♥♦"❛"✐♦♥ ❛+ ❣✐✈❡♥ ❜② ❡9✉❛"✐♦♥ ✭✶✷✮✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ❈6❛♠❡6✬+ 6✉❧❡ ♦♥❡ ❛66✐✈❡+ ❛❢"❡6 +♦♠❡

"6❛♥+❢♦6♠❛"✐♦♥+ ❛" ❡9✉❛"✐♦♥+ ✭✶✹✮ ❛♥❞ ✭✶✼✮✱ ✇❤❡6❡ ψ1, ψ2, ψ3 ❛6❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

ψ1 ≡
µ

λ

∂vH [L]

∂xL
[−(c1H [L] − c1L)(

∑

i

πi
∂ccom

2i

∂p2

∑

i

πi
∂ccom

3i

∂p3
−

∑

i

πi
∂ccom

2i

∂p3

∑

i

πi
∂ccom

3i

∂p2
)

+(c2H [L] − c2L)(
∑

i

πi
∂ccom

2i

∂p1

∑

i

πi
∂ccom

3i

∂p3
−

∑

i

πi
∂ccom

3i

∂p1

∑

i

πi
∂ccom

2i

∂p3
)

+(c3H [L] − c3L)(
∑

i

πi
∂ccom

2i

∂p2

∑

i

πi
∂ccom

3i

∂p1
−

∑

i

πi
∂ccom

2i

∂p1

∑

i

πi
∂ccom

3i

∂p2
)], ✭❆✶✹✮

ψ2 ≡
µ

λ

∂vH [L]

∂xL
[−(c2H [L] − c2L)(

∑

i

πi
∂ccom

1i

∂p1

∑

i

πi
∂ccom

3i

∂p3
−

∑

i

πi
∂ccom

1i

∂p3

∑

i

πi
∂ccom

3i

∂p1
)

+(c1H [L] − c1L)(
∑

i

πi
∂ccom

1i

∂p2

∑

i

πi
∂ccom

3i

∂p3
−

∑

i

πi
∂ccom

3i

∂p2

∑

i

πi
∂ccom

1i

∂p3
)

+(c3H [L] − c3L)(
∑

i

πi
∂ccom

1i

∂p1

∑

i

πi
∂ccom

3i

∂p2
−

∑

i

πi
∂ccom

3i

∂p1

∑

i

πi
∂ccom

1i

∂p2
)], ✭❆✶✺✮

✷✻



ψ3 ≡
µ

λ

∂vH [L]

∂xL
[−(c3H [L] − c3L)(

∑

i

πi
∂ccom

1i

∂p1

∑

i

πi
∂ccom

2i

∂p2
−

∑

i

πi
∂ccom

1i

∂p2

∑

i

πi
∂ccom

2i

∂p1
)

+(c1H [L] − c1L)(
∑

i

πi
∂ccom

2i

∂p2

∑

i

πi
∂ccom

1i

∂p3
−

∑

i

πi
∂ccom

1i

∂p2

∑

i

πi
∂ccom

2i

∂p3
)

+(c2H [L] − c2L)(
∑

i

πi
∂ccom

1i

∂p1

∑

i

πi
∂ccom

2i

∂p3
−

∑

i

πi
∂ccom

2i

∂p1

∑

i

πi
∂ccom

1i

∂p3
)]. ✭❆✶✻✮

❉❡"✐✈❛&✐♦♥ ♦❢ ♦♣&✐♠❛❧ ♠❛"❣✐♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡ &❛① "❛&❡0

❉✐✈✐❞❡ *❤❡ ✜-.* ♦-❞❡- ❝♦♥❞✐*✐♦♥ ❢♦- zH ❛♥❞ xH ✭❆✹ ❛♥❞ ❆✷✮ *♦ ❣❡*

(fH + µ)∂vH

∂zH

(fH + µ) ∂vH

∂xH

=
−λπH − λπH

∑

j τj
∂cjH

∂zH
+ πH

∂c1H

∂zH

∑

i γ1iα1H(i) + πH
∂c2H

∂zH

∑

i γ2iα2H(i)

λπH − λπH

∑

j τj
∂cjH

∂xH
+ πH

∂c1H

∂xH

∑

i γ1iα1H(i) + πH
∂c2H

∂xH

∑

i γ2iα2H(i)
.

✭❆✶✼✮

❯.❡ *❤❡ ❞❡✜♥✐*✐♦♥ MRSi
zx ≡ − ∂vi/∂zi

∂vi/∂xi
❛♥❞ -❡✇-✐*❡ ❆✶✼ ❛.

−MRSH
zx(λπH − λπH

∑

j

τj
∂cjH

∂xH
+ πH

∂c1H

∂xH

∑

i

γ1iα1H(i) + πH
∂c2H

∂xH

∑

i

γ2iα2H(i)) =

− λπH − λπH

∑

j

τj
∂cjH

∂zH
+ πH

∂c1H

∂zH

∑

i

γ1iα1H(i) + πH
∂c2H

∂zH

∑

i

γ2iα2H(i) ✭❆✶✽✮

❆❢*❡- ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❜② λπH ❆✶✽ ❝❛♥ ❜❡ -❡✇-✐**❡♥ ❛.

1 −MRSH
zx =

∑

k=1,2

(
γkL

λ
αkH(L) +

γkH

λ
αkH(H) − τk)(

∂ckH

∂zH
+MRSH

zx

∂ckH

∂xH
)

−τ3(
∂c3H

∂zH
+MRSH

zx

∂c3H

∂xH
) ✭❆✶✾✮

❯.❡✐♥❣ ❡>✉❛*✐♦♥ ✭✺✮ ②✐❡❧❞. ❡>✉❛*✐♦♥ ✭✷✶✮ ❢-♦♠ *❤❡ *❡①*✳ ❚♦ ❛--✐✈❡ ❛* *❤❡ ♦♣*✐♠❛❧ ♠❛-❣✐♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡

*❛① ❢♦- *❤❡ L *②♣❡.✱ ✜-.* ❞✐✈✐❞❡ ❆✸ ❜② ❆✶ *♦ ❣❡*

fL
∂vL

∂zL

fL
∂vL

∂xL

=
−λπL − λπL

∑

j τj
∂cjL

∂zL
+ µ∂vH [L]

∂zL
+ πL

∂c1L

∂zL

∑

i γ1iα1L(i) + πL
∂c2L

∂zL

∑

i γ2iα2L(i)

λπL − λπL

∑

j τj
∂cjL

∂xL
+ µ∂vH [L]

∂xL
+ πL

∂c1L

∂xL

∑

i γ1iα1L(i) + πL
∂c2L

∂xL

∑

i γ2iα2L(i)
.
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❆❣❛✐♥ ✉.❡ *❤❡ ❞❡✜♥✐*✐♦♥ ❢♦- *❤❡ MRSL
zx ❢-♦♠ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❞✐✈✐❞❡ ❆✷✵ ❜② λπL ❛♥❞ ∂vH [L]/∂xL✳ ❚❤❡♥
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∑

j

τj
∂cjL

∂xL
+

µ

λπL

∂vH [L]

∂xL
+
∂c1L

∂xL

∑

i

γ1i

λ
α1L(i) +

∂c2L

∂xL

∑

i

γ2i

λ
α2L(i)) =

1

∂vH [L]/∂xL
(−1 −

∑

j

τj
∂cjL

∂zL
+
∂c1L

∂zL

∑

i

γ1i

λ
α1L(i) +

∂c2L

∂zL

∑

i

γ2i

λ
α2L(i)) −

µ

λπL
MRSH

zx[L]

✭❆✷✶✮
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❡♥5=✬ ♣:❡❢❡:❡♥❝❡= ❢♦: ❡1✉❛❧✐5② ❛♥❞ :❡❧❛5✐✈❡ =5❛♥❞✐♥❣✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉(♥❛❧ ✶✶✷✱ ✸✻✷✲✸✽✸✳

✷✾



❑♥❡❧❧✱ ▼✳ ✭✶✾✾✾✮✿ ❙♦❝✐❛❧ ❝♦♠♣❛0✐1♦♥1✱ ✐♥❡4✉❛❧✐6② ❛♥❞ ❣0♦✇6❤✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ■♥)*✐*✉*✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❚❤❡♦✲

#❡*✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝) ✶✺✺✱ ✻✻✹✲✻✾✺✳

❑♦♣❝③✉❦✱ ❲✳ ✭✷✵✵✸✮✿ ❆ ♥♦6❡ ♦♥ ♦♣6✐♠❛❧ 6❛①❛6✐♦♥ ✐♥ 6❤❡ ♣0❡1❡♥❝❡ ♦❢ 6❛① ❡✈❛1✐♦♥✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝)

▲❡**❡#) ✽✵✱ ✽✶✲✽✻✳

▲❛②❛-❞✱ ❘✳ ✭✶✾✽✵✮✿ ❍✉♠❛♥ 1❛6✐1❢❛❝6✐♦♥1 ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ♣♦❧✐❝②✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉#♥❛❧ ✾✵✱ ✼✸✼✲✼✺✵✳

▲✉//♠❡-✱ ❊✳❋✳O✳ ✭✷✵✵✺✮✿ ◆❡✐❣❤❜♦01 ❛1 ♥❡❣❛6✐✈❡1✿ 0❡❧❛6✐✈❡ ❡❛0♥✐♥❣1 ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣✳ ◗✉❛#*❡#❧②

❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝) ✶✷✵✱ ✾✻✸✲✶✵✵✷✳

▼❡❛❞❡✱ ❲✳ ✭✶✾✺✷✮✿ ❊①6❡0♥❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❡1 ❛♥❞ ❞✐1❡❝♦♥♦♠✐❡1 ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❡6✐6✐✈❡ 1✐6✉❛6✐♦♥✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❏♦✉#♥❛❧ ✻✷✱ ✺✹✲✻✼✳

▼✐❝❤❡❧❡//♦✱ ▲✳ ✭✷✵✵✽✮✿ ❘❡❞✐160✐❜✉6✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣6✐♠❛❧ ♠✐①❡❞ 6❛①❛6✐♦♥ ✐♥ 6❤❡ ♣0❡1❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥1✉♠♣✲

6✐♦♥ ❡①6❡0♥❛❧✐6✐❡1✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ 7✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝) ✾✷✱ ✷✷✻✷✲✷✷✼✹✳

▼✐❝❤❡❧❡//♦✱ ▲✳ ✭✷✵✶✵✮✿ ❖♣6✐♠❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛0 0❡❞✐160✐❜✉6✐✈❡ 6❛①❛6✐♦♥ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ♣0♦✈✐1✐♦♥ ✐♥

❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐6❤ ❱❡❜❧❡♥ ❡✛❡❝61✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ 7✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦#②✱ ❢♦06❤❝♦♠✐♥❣✳

▼✐--❧❡❡4✱ ❏✳❆✳ ✭✶✾✼✶✮✱ ❆♥ ❊①♣❧♦0❛6✐♦♥ ✐♥ 6❤❡ 6❤❡♦0② ♦❢ ♦♣6✐♠❛❧ ✐♥❝♦♠❡ 6❛①❛6✐♦♥✱ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙*✉❞✐❡) ✸✽✱ ✶✼✺✲✷✵✽✳

❖4✇❛❧❞✱ ❆✳ ❏✳ ✭✶✾✽✸✮✿ ❆❧60✉✐1♠✱ ❥❡❛❧♦✉1② ❛♥❞ 6❤❡ 6❤❡♦0② ♦❢ ♦♣6✐♠❛❧ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛0 6❛①❛6✐♦♥✳ ❏♦✉#♥❛❧

♦❢ 7✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝) ✷✵✱ ✼✼✲✽✼✳

7✐-//✐❧8✱ ❏✳ ❛♥❞ ❚✉♦♠❛❧❛✱ ▼✳ ✭✶✾✾✼✮✿ ■♥❝♦♠❡ 6❛①✱ ❝♦♠♠♦❞✐6② 6❛① ❛♥❞ ❡♥✈✐0♦♥♠❡♥6❛❧ ♣♦❧✐❝②✳

■♥*❡#♥❛*✐♦♥❛❧ ❚❛① ❛♥❞ 7✉❜❧✐❝ ❋✐♥❛♥❝❡ ✹✱ ✸✼✾✲✸✾✸✳

❘✉♥❝✐♠❛♥✱ ❲✳ ●✳ ✭✶✾✻✻✮✿ ❘❡❧❛6✐✈❡ ❞❡♣0✐✈❛6✐♦♥ ❛♥❞ 1♦❝✐❛❧ ❥✉16✐❝❡✳ ❘♦✉6❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ❑❡❣❛♥ O❛✉❧✱

▲♦♥❞♦♥✳

❙❛❞❦❛✱ ❊✳ ✭✶✾✼✻✮✿ ❖♥ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐160✐❜✉6✐♦♥✱ ✐♥❝❡♥6✐✈❡ ❡✛❡❝61 ❛♥❞ ♦♣6✐♠❛❧ ✐♥❝♦♠❡ 6❛①❛6✐♦♥✳ ❘❡✈✐❡✇

♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙*✉❞✐❡) ✹✸✱ ✷✻✶✲✷✻✽✳

❙❛♥❞♠♦✱ ❆✳ ✭✶✾✼✺✮✿ ❖♣6✐♠❛❧ 6❛①❛6✐♦♥ ✐♥ 6❤❡ ♣0❡1❡♥❝❡ ♦❢ ❡①6❡0♥❛❧✐6✐❡1✳ ❙✇❡❞✐)❤ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦✲

♥♦♠✐❝) ✼✼✱ ✽✻✲✾✽✳

❙❡❛❞❡✱ ❏✳ ✭✶✾✼✼✮✿ ❖♥ 6❤❡ 1❤❛♣❡ ♦❢ ♦♣6✐♠❛❧ 6❛① 1❝❤❡❞✉❧❡1✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ 7✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝) ✼✱ ✷✵✸✲✷✸✺✳

❙♦❧♥✐❝❦✱ ❙✳ ❛♥❞ ❍❡♠❡♥✇❛②✱ ❉✳ ✭✷✵✵✺✮✿ ❆0❡ ♣♦1✐6✐♦♥❛❧ ❝♦♥❝❡0♥1 160♦♥❣❡0 ✐♥ 1♦♠❡ ❞♦♠❛✐♥1 6❤❛♥

✐♥ ♦6❤❡01✳ ❆♠❡#✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ 7❛♣❡#) ❛♥❞ 7#♦❝❡❡❞✐♥❣) ✹✺✱ ✶✹✼✲✶✺✶✳

❙/✐❣❧✐/③✱ ❏✳❊✳ ✭✶✾✽✷✮✿ ❙❡❧❢✲1❡❧❡❝6✐♦♥ ❛♥❞ O❛0❡6♦ ❡✣❝✐❡♥6 6❛①❛6✐♦♥✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ 7✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝)

✶✼✱ ✷✶✸✲✷✹✵✳
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❱❡❜❧❡♥✱ ❚✳ ✭✶✽✾✾✮✿ ❚❤❡ +❤❡♦-② ♦❢ +❤❡ ❧❡✐2✉-❡ ❝❧❛22✳ ❚❤❡ ▼❛❝♠✐❧❧❛♥ ❈♦♠♣❛♥②✱ ◆❡✇ ❨♦-❦✳

❲❡♥❞♥❡'✱ ❘✳ ❛♥❞ ●♦✉❧❞❡-✱ ▲✳ ❍✳ ✭✷✵✵✼✮✿ ❙+❛+✉2 ❡✛❡❝+2✱ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ♣-♦✈✐2✐♦♥✱ ❛♥❞ +❤❡ ❡①❝❡22

❜✉-❞❡♥✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ (✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝. ✾✷✱ ✶✾✻✽✲✶✾✽✺✳

❲❡♥❞♥❡'✱ ❘✳ ✭✷✵✶✵✮✿ ●-♦✇+❤ ❛♥❞ ❑❡❡♣✐♥❣ ✉♣ ✇✐+❤ +❤❡ ❏♦♥2❡2✳ ▼❛❝#♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❉②♥❛♠✐❝. ✶✹✱

✶✼✻✲✶✾✾✳

✸✶


