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Zusammenfassung

Die Bewertung von Derivaten iiber ein replizierendes Portfolio fithrt hiufig zu einer
Differentialgleichung, welche analytisch nicht lésbar ist. Eine Lésung kann nur mit
Hilfe von numerischen Verfahren gefunden werden. Finite Differenzenverfahren
sind insbesondere geeignet, Differentialgleichungen in zwei Variablen, fiir die feste
Randbedingungen gegeben sind, zu lésen. In diesem Beitrag wird ein solches
Verfahren, die Crank-Nicolson-Methode, dargestellt, und anhand der Bewertung
von Power Warrants wird die Programmierung dieses Verfahrens demonstriert.



1. Problemstellung

Sowohl in der Finanzierungstheorie als auch in anderen Teilgebieten der Okonomie
wird man zunehmend mit Differentialgleichungen konfrontiert. Hiufig existieren
keine analytischen bzw. geschlossenen Losungen fiir diese Differentialgleichungen
oder sie sind nicht bekannt. Die Differentialgleichung (nachfolgend DE) kann
daher nur fiir vorgegebene Parameterwerte numerisch gelést werden. Im folgenden
soll exemplarisch die Losung einer partiellen parabolischen Differentialgleichung
mit Hilfe eines finiten Differenzenverfahrens vorgestellt werden.

2. Formen von Differentialgleichungen

Unter einer gewéhnlichen Differentialgleichung wird eine Differentialgleichung ver-
standen, bei der der Wert nur durch eine unabhiingige Variable beeinfluflt wird,
bei einer partiellen Differentialgleichung hingt der Wert hingegen von mehreren
unabhingigen Variablen ab. Als Ordnung einer Differentialgleichung bezeichnet
man die Ordnung der hochsten in der Gleichung enthaltenen Ableitung. Der Grad
einer DE hingt von der Potenz, mit der die héchste Ableitung in die Gleichung
eingeht, ab. Neben diesen Charakteristika wird zudem zwischen deterministischen
und stochastischen Differentialgleichungen unterschieden.

Beispielhaft fiir eine gewdhnliche DE erster Ordnung und ersten Grades kann
folgende DE fiir eine Funktion b angesehen werden, wobei t die Kalenderzeit, r
eine Konstante und dt eine infinitesimale Anderung der Zeit angeben,

- 0b(t) _
db(t) = rb(t)dt bzw. B0 = rb(t).

Als eindeutige Losung dieser DE folgt
b(t) = b(0)e™,

wie durch Differenzierung nach der Zeit iberpriift werden kann. Diese gewShnliche
DE beschreibt beispielsweise den zeitlichen Wertverlauf eines risikolosen Wertpa-
piers b, welches kontinuierlich den Zins r erwirtschaftet.

Eine partielle Differentialgleichung (PDE) zweiter Ordnung und ersten Grades fiir
eine Funktion f, welche von der Zeit ¢ und von z abhingt, kann folgendermafien

aussehen:

2 5 9 9
alz, t)gm—’; + bz, t)(—ai—i;z efe,n oL+ d(z,t)a—i— + e(m,t)b—t]—c..
+g(z,t)f = 0.



Diese PDE ist bereits, wie allgemein iiblich, so formuliert, dafl auf der rechten
Seite eine Null steht. Die Koeffizienten der PDE a,b,c,d,e und g koénnen so-
wohl konstant als auch variabel und mithin von = und ¢ abhiingig sein. Partielle
Differentialgleichungen lassen sich, je nachdem, ob die Summe

b(z,t)? — da(z, t)c(z, t)

groBer, gleich oder kleiner Null ist, in hyperbolische, parabolische und elliptische
PDE unterteilen. Ein Beispiel einer parabolischen PDE ersten Grades und zweiter
Ordnung mit variablen Koeffizienten ist die sogenannte fundamentale PDE der
Finanzierungstheorie (auch: Black-Scholes-DE) fiir bedingte Titel, deren Werte
vondem Wert des zugrundeliegenden Titels S und der Zeit abhingen. Schiittet
der zugrundeliegende Titel kontinuierlich eine Rendite in Hohe von g aus, so lautet
diese:

Loglf  _ q0f Of .
205682+(r q)565+8t rf=0. (2.1)

Eine gewohnliche Differentialgleichung ist einfacher zu l6sen als eine partielle, eine
DE ersten Grades einfacher als eine hoheren Grades und eine parabolische PDE
ist numerisch problemloser zu l6sen, als eine hyperbolische oder elliptische.
Wie eingangs erwihnt, gibt es auch von einer stochastischen Komponente abhéin-
gige Differentialgleichungen. Fiir einen Aktienkurs, welcher einem Wiener Prozefl
z mit einer proportionalen Volatilitit o und einer erwarteten Rendite von Null
folgt, gilt:

dS(t) = aS(t)dz.
Da ein Wiener ProzeS nirgendwo differenzierbar ist, existiert die Ableitung
085(t)/dz nicht, so daB diese DE nicht mit den iiblichen Methoden gel6st werden
kann. Vielmehr muf} ein Verfahren der stochastischen Integration Anwendung fin-
den. Das bekannteste ist die Ito-Integration. Auf diese Verfahren soll hier jedoch
nicht eingegangen werden.
Zur Losung einer Differentialgleichung miissen zudem Nebenbedingungen bekannt
sein. Die Anzahl der Nebenbedingungen bestimmt sich aus der Anzahl der Va-
riablen. Fir n Variablen miissen wenigstens n! + 1 Nebenbedingungen gegeben
sein. Ist der Wert einer Funktion, welche von der Zeit t und einer weiteren Grofe
z abhingt, im Zeitpunkt 0 fiir alle Werte der unabhéngigen Variablen z bekannt,
so existiert eine sogenannte Anfangsbedingung. Ist hingegen der Wert im Pla-
nungshorizont 7 fiir alle Werte von z bekannt, so gibt es eine Endbedingung. Sind
die Werte fiir das hchstmogliche und das geringstmogliche z fiir alle Zeitpunkte
t gegeben, so existieren feste Randbedingungen. Ein freies Randwertproblem ist
dadurch gekennzeichnet, daf§ die Nebenbedingung iiber die Zeit und Zusténde va-
riiert. Dies tritt beispielsweise bei der Bewertung einer amerikanischen Verkaufs-
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option auf, wobei die freie Grenze den Wert der Option bei Ausiibung wihrend
der Laufzeit angibt.

Im folgenden soll beispielhaft eine parabolische PDE der Form (2.1) numerisch
gelost werden.

3. Numerische Bewertungsverfahren

Zur Losung analytisch nicht lésbarer PDE stehen eine Vielzahl numerischer Ver-

fahren zur Verfiigung. Neben der Monte-Carlo-Methode sind insbesondere die

Methode der finiten Elemente und die finiten Differenzenverfahren zu nennen.

Bei den letztgenannten Verfahren werden die partiellen Ableitungen durch finite

Differenzen approximiert, und die resultierende Differenzengleichung wird gelost.

Die finiten Differenzenverfahren untergliedern sich in explizite, implizite und Misch-
oder auch 6-Verfahren. Um die Vorteilhaftigkeit der Verfahren iiberpriifen zu kon-

nen, mufl ein Kriterienkatalog aufgestellt werden. Erstens muf} bei der Losung der

Differenzengleichung sichergestellt sein, dafl sich die numerische Losung der Diffe-

renzengleichung der tatséichlichen Losung der Differenzengleichung annihert und

die Rundungsfehler, die bei der Berechnung mit dem Computer entstehen, sich

nicht potenzieren. Ist das diskretisierte Modell unempfindlich gegeniiber kleinen

Fehlern, so nennt man das System stabil. Zudem mufl die Losung der Differen-

zengleichung gegen die der Differentialgleichung streben. In diesem Fall spricht

man von Konvergenz. Als weiteres Kriterium kann die Effizienz der Verfahren an-

gesehen werden. Neben Speicherplatzbedarf ist insbesondere die Rechenzeit von

Bedeutung.

Das explizite finite Differenzenverfahren erfordert den geringsten Speicher und die

kiirzeste Rechenzeit, kann jedoch fiir eine vorgegebene Anzahl an Rechenschritten

instabil sein. Bei PDE mit variablen Koeffizienten ergibt sich in einigen Fillen

unabhingig von der Zahl der Rechenschritte nie eine stabile Losung. Das implizi-

te Differenzenverfahren ist immer stabil und konvergent, benttigt aber wesentlich

mehr Speicher. Das Crank-Nicolson-Verfahren, ein Mischverfahren aus explizitem

und implizitem Differenzenverfahren, ist ebenso stabil und konvergent. Zusétz-

lich approximiert die Differenzengleichung die Differentialgleichung besser, so da

weniger Rechenschritte notig sind, um zu einer annihernd exakten Losung zu
kommen. Im folgenden wird das Crank-Nicolson-Verfahren zur Losung der PDE
(2.1) dargestellt.

4. Das Crank-Nicolson-Verfahren

Grundlegend fiir finite Differenzenverfahren zur Losung einer partiellen Differenti-
algleichung in zwei Variablen (5, ¢) ist der Aufbau eines zweidimensionalen Recht-
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eckgitters mit den Schrittweiten AS bzw. At. Diese Schrittweiten miissen nicht
zwingend konstant sein. Da konstante Abstdnde die Berechnung jedoch erleich-
tern, wird im folgenden mit dquidistanten Variablen gearbeitet.
Zunichst werden der hochstmogliche und der geringstmogliche Wert von S und
t ermittelt. Entspricht S dem Aktienkurs, so ist der geringstmégliche Wert Null
und als hochstmoglicher Wert wird ein utopisch hoher Wert S9¢ angesetzt. Der
hochste Wert von ¢ ist der Planungshorizont 7. Nun werden M dquidistante
Kurse zwischen dem hochsten und dem geringsten Kurs mit einem Abstand von
AS betrachtet. Ebenso wird der Betrachtungszeitraum T in N Zeitpunkte mit
einem Abstand von At unterteilt.
oG

5 =M, L =N

AS At
Fiir die einzelnen dquidistanten Kurse und Zeitpunkte, die Knotenpunkte in dem
Rechteckgitter bilden, folgt damit:

S, = iAS  t;=jAt

mit j € {0,..,N}, und ¢ty = T als Planungshorizont und ¢ € {0,.., M}, wobei
Sy = S9C den maximalen Kurs angibt.

Als nichstes wird die Differentialgleichung in eine Differenzengleichung transfor-
miert. Wenn f(S,t) die Losung des gegebenen Differentialgleichungsproblems
ist, so soll f;; die Losung im Punkt (S;,¢;) des approximierenden Differenzen-
gleichungsproblems angeben. Es gibt verschiedene Moglichkeiten, Differentiale in
Differenzen zu transformieren. Bei einer Vorwirtsdifferenzenapproximation iiber
die Zeit (explizite Methode) wird die DE durch die Werte der nachfolgenden Zeit-
schicht approximiert und bei einer Riickwirtsdifferenzenapproximation tiber die
Zeit (implizite Methode) durch die Werte der vorangehenden Zeitschicht. Bei einer
Vorwirts- bzw. Riickwirtsdifferenzenapproximation iiber die Zustinde werden in
die Approximation der DE die Werte des néchsthoheren Zustands bzw. néchstge-
ringeren Zustands einbezogen. Die Crank-Nicolson-Methode ist eine sogenannte
zentrale Differenzenmethode, welche zwecks besserer Approximation den Durch-
schnitt einer Vorwirts- und einer Riickwirtsdifferenzenapproximation sowohl tiber
die Zeit als auch iiber die Zusténde bildet. Da ein gleichgewichtetes Mittel aus
einer Vorwirts- und einer Riickwirtsdifferenz iiber die Zeit gebildet wird, spricht
man auch vom 6 = 1/2-Verfahren.

Beim Crank-Nicolson-Verfahren werden die Ableitungen an der Stelle
(Si,t;,1) bestimmt. Fiir ein Problem mit gegebener Endbedingung wird das Dif-
ferential nach der Zeit approximiert, indem die Differenz zwischen dem Wert im
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nichsten Zeitpunkt und dem betrachteten Wert bezogen auf den Zeitabstand und
die Differenz zwischen dem Wert im vorangehenden Zeitpunkt und dem aktuellen
Wert bezogen auf die Zeitdifferenz gleichgewichtet werden:

2}1 1 fij+1 — z]+2 l fi,j+% — fij
ot 2 1 / 2At 2 1 / 2A¢
N e’ N, s’
Vorwirtsdiff.in t Riickwirtsdiff.in t
fz J+1 f1 7
2 - . 4.1
A7 (4.1)

|
zentrale Diff. in t

Die erste Ableitung nach dem Kurs wird approximiert, indem die Ableitung in
der nachfolgenden Zeitschicht und die Ableitung in der vorangehenden Zeitschicht
gleichgewichtet werden. Die Ableitung in einer Zeitschicht wiederum wird gebil-
det, indem die Vorwirtsdifferenz iiber die Zustéinde und die Riickwirtsdifferenz
iiber die Zustinde gleichgewichtet und auf die Wertdifferenz bezogen werden. Es
wird zweimal eine zentrale Differenz gebildet, einerseits iiber die Zeit und ande-
rerseits iiber die Zustinde:

(

2 AS 2 AS

Vorwdrtodiff, in S Ruckwirtediff in S,

Vorwirtsdiff. in t

of
o8

[T E

(
fz',j — fi—l,j

l f Jitlg ™ Jig f i,J + =
2 AS 2 AS
N st N ot
. Vorwirtsdiff. in S Riickwirtsdiff. in S

\ Rickwirtsdiff. in t

firrje1 — ficrjm + fivrg — fic1
: : : 3 42
4AS (4.2)

Die zweite Ableitung wird analog zu den bisher betrachteten Ableitungen appro-
ximiert:



firngnn — figrr  fign = fisnin fivrg — fig  fig — fim1y

@f _ 1 As AS 1TAS AS
052 2 AS 2 AS
_ Jirrj+1 = 2 i1 + fici e + firrj — 2fij + fior,j (4.3)
2A52 ) '

Bei der expliziten sowie der impliziten Methode werden ebenso zentrale Differen-
zen beziiglich der Zusténde verwendet. Bei der expliziten Methode wird jedoch
nur die nachfolgende Zeitschicht und bei der impliziten Methode nur die aktu-
elle Zeitschicht betrachtet. Das Differential nach der Zeit ergibt sich bei diesen
Verfahren durch eine Vorwirts- bzw. Riickwirtsdifferenzenapproximation.

Setzt man die Approximationen (4.1),(4.2) und (4.3) in (2.1) ein, ersetzt f mit
fi,j und S mit iAS, so kann die Differentialgleichung fir 0 <4 < Mund 0 <t < T
nach einigen Umformungen ersetzt werden durch die Differenzengleichung

@ijfic1j +bijfig+ciifivt; = —aijficiger +digfige = cijfiviin
(4.4)
mit den bekannten Gréflen
(r—q)i o%?
A
1 2.2
bij = -7 — - — 2_2_
’ At 2
_ (r—q)i o%? (4.5)
"3 T Ty 4
1 2.2
PR e
’ At 2

(4.4) ist nicht definiert bei ¢ = 0 und bei i = M sowie 7 = N. In diesen Féllen
gelten die Randbedingungen sowie die Endbedingung. Wenn die Endbedingung
bekannt ist, sind fiir die Zeitschicht N — 1 die rechten Seiten aller M — 1 Glei-
chungen bekannt, da dort nur Werte der Zeitschicht N stehen, welche durch die
Endbedingung vorgegeben sind. In der Zeitschicht N —1 gibt es daher M —1 Glei-
chungen mit M + 1 Unbekannten fo n—_1,f1,N-1, --» fas,n—1. Durch die Randbedin-
gungen konnen zwei weitere Gleichungen ohne zusitzliche Unbekannte aufgestellt
werden, so daf es méglich ist, die Gleichungen simultan zu l6sen.
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Entspricht der Wert der Funktion f im Zeitpunkt ¢; bei einem Aktienkurs von
Null einer Konstanten eg j, so gilt fo; = €9 ;. Hingt der Wert der Funktion f;
auch von dem Wert des nidchsthoheren Aktienkurses ab, so folgt

bojfo; +cojfi; = eoy (4.6)

wobei die Parameter &g j, co; und e ; durch die vorgegebene Randbedingung im-
plizit festgelegt werden. Ebenso kann die Randbedingung fiir den hochsten be-
trachteten Aktienkurs mit Hilfe der implizit zu determinierenden Koeffizienten
amj, by ; und ey ; folgendermafBlen dargestellt werden:

amifm—1; +bmifrm; = emy. (4.7)

Wird als Randbedingung ein Wert f,; oder far; vorgegeben, so handelt es sich
um eine Dirichlet-Bedingung. Wird die Randbedingung aus einem Differential
abgeleitet, so wird diese als Von-Neumann-Bedingung bezeichnet.

Durch Aufstellung der zusétzlichen aus den Randbedingungen abgeleiteten Glei-
chungen kann das System mit M + 1 Gleichungen und M + 1 Unbekannten fiir
den Zeitpunkt N — 1 gelost werden. Sind die Werte in N — 1 ermittelt, kénnen
die rechten Seiten fiir die Zeitschicht N — 2 berechnet werden usw. Fiir jede Zeit-
schicht gibt es mithin ein Gleichungssystem (4.4). Dieses System kann mit der
Matrix

bO,j Coj 0 0 0
a,; b ¢y 0 :

0

1 ap; bma Cmg
\0 -+ - - 0 am; bu; )

und dem Vektor e;, dessen i-tes Element fiir : = 1bzw. ¢ = M — 1 entsprechend
den Randbedingungen und fiir 1 < i < M — 1 wie folgt definiert ist

eij = —@ijficrj+dijfije — Cijfirn, (4.8)



sowie f; als Spaltenvektor der Portfoliowerte folgendermaflen geschrieben werden:
Aif; = e (4.9)

A; ist eine tridiagonale Matrix. Ein tridiagonales Gleichungssystem kann z. B.
unter Zuhilfenahme der Gaufischen Eliminationsmethode, bei der die Koeffizienten
der Variablen schrittweise eliminiert werden, gelost werden. Zu diesem Zweck
stehen zahlreiche Algorithmen zur Verfiigung.

Aus der vorgegebenen Endbedingung und den Randbedingungen wird folglich
nach Berechnung der Koeffizienten a; y_1, ¢;y—1und d; y—1 aus (4.5) fiir alle ¢
zunéichst ey_; ermittelt. Das tridiagonale Gleichungssystem wird daraufhin nach
Bestimmung von b; y— fiir die Zeitschicht N —1 berechnet. Mit den resultierenden
Werten wird ey_, ermittelt und somit die Optionswerte in N — 2 usw., bis der
Wert im Zeitpunkt 0 ermittelt worden ist.

Durch Anwendung des Satzes von Taylor kann nachgewiesen werden, dafl bei der
Diskretisierung ein Fehler von O(AS?) und O(At?) auftritt. Das bedeutet, daf
der Fehler sich genauso schnell verringert wie das Quadrat von AS und At¢. Er
konvergiert mit sinkender Héhe von Zeit- bzw. Zustandsabsténden gegen Null, so
dafl das Verfahren stabil und konvergent ist.

Nachfolgend wird vorgefiihrt, wie ein Power Warrant mit diesem numerischen
Verfahren bewertet werden kann.

5. Die Ermittlung des Wertes eines Power Warrants

Power Warrants sind relativ junge européische Optionsscheine, die am deutschen
Markt auf den DAX und auf US-Dollars gehandelt werden. Fiir den Wert die-
ser Optionsscheinform gibt es keine analytische Losung, so da8 auf numerische
Verfahren zuriickgegriffen werden mu8.

Ist ein solcher Warrant im Geld, d. h. tbersteigt der Kurs des zugrundelie-
genden Titels am Ende der Laufzeit T den vorgegebenen Ausiibungspreis X, so
bekommt der Optionsinhaber die quadrierte Differenz zwischen dem Kurs des zu-
grundeliegenden Titels und dem Ausiibungspreis. Der Power Warrant ist gleich-
zeitig ,gekappt”, d. h. wenn die quadrierte Differenz den vorgegebenen Betrag
H iibersteigt, so erhilt der Optionsinhaber nur H. Liegt der Kurs unter dem
Ausiibungspreis, so verfillt die Option. Die Zahlungscharakteristik einer solchen
Option entspricht am Ende der Laufzeit

fr = min(max(Sy — X, 0)?, H). (5.1)



Der Wert der Option hingt nur von den beiden Variablen Kurs und Laufzeit
(T —t) ab. Die DE (2.1) beschreibt daher den Wertverlauf. Wird ein Options-
schein auf den dividendenbereinigten DAX betrachtet, so ist die kontinuierliche
Dividendenrendite ¢ Null. Bei einem Optionsschein auf US-Dollars entspricht ¢
dem US-amerikanischen Zins, da der Dollar diese Zinsen ,erwirtschaftet”. Die die
Differentialgleichung (2.1) approximierende Differenzengleichung ist im vorange-
henden Abschnitt (4.4) gegeben. Um den Warrant mit Hilfe des vorgestellten
Verfahrens bewerten zu kénnen, miissen daher lediglich die Randbedingungen er-

mittelt werden.
Die Endbedingung kann aus (5.1) ersehen werden. Sie lautet fiir ¢ € {0, .., M’}

fir = min(max(iAS - X,0)% H). (5.2)

Fallt der Kurs einmal bis auf Null, so wird angenommen, da8l er nie wieder steigt,
sondern der Handel ausgesetzt wird. Der Wert des Derivats bei einem Kurs von
Null kann daher im vorhinein fiir jeden zukiinftigen Zeitpunkt bestimmt werden.

Es gilt fiir alle j € {0,..,N}

fo; = 0

und somit
€0, = 0.

Um die Darstellung konsistent zu gestalten, kann diese (Dirichlet-)Randbedingung
auch durch (4.6) mit ¢p; = 0 und einem beliebigen positiven bg; beschrieben
werden.

Befindet sich der Kurs an seiner (hypothetischen) Obergrenze, so dndert sich der
Optionswert bei einer Anderung des Kurses um AS nicht mehr, da der Options-
inhaber den Betrag H fast sicher erwirtschaftet und der EinfluBl der Wahrschein-
lichkeit, da der Kurs unter die Schranke H sinkt, vernachlissigbar gering ist. Die
erste und die zweite Ableitung nach dem Aktienkurs sind folglich Null, und aus
(2.1) folgt bei Einsetzen der Differenzenapproximation fiir die Zeit:

fmj+1 —

At = Tfm

1
fmi = me,jH-



Dies entspricht einer Von-Neumann-Bedingung mit

1
BM,J' = me,j+1, aM,j =0 und bM,j =1.

Nach Ermittlung der fiir den Power Warrant spezifischen Koeffizienten
bo,j,Co,5, €0, Gm,j, bar; und epr; kann nun das Gleichungssystem (4.9) rekursiv fiir
jede Zeitschicht geldst werden.

Im Anhang findet sich ein Computerprogramm fiir die numerische Bewertung
von Power Warrants auf US-Dollars. Dieses ist in Turbo Pascal geschrieben und
verwendet einen Algorithmus zur Losung des tridiagonalen Gleichungssystems.
Bei dem untersuchten Power Warrant erhilt der Optionsinhaber das 100fache der
Differenz von Dollarkurs und Basispreis, sofern dieser Betrag den Cap nicht iiber-
steigt. Im April 96 wurde bei einem Dollarkurs von 1,516 ein Power Warrant
mit einer Laufzeit von 0,9 Jahren, einem Basispreis in Hohe von 1,45 DM und
einem Cap von 25 DM fiir 12,02 DM gehandelt. Wird der risikolose Zins fiir diese
Laufzeit mit 0,0325 fir Deutschland und mit 0,05456 fiir die USA angesetzt, so
ergibt das verwendete Verfahren einen Wert in Hohe von 11,7142 DM. Ein Power
Warrant mit einem Basispreis von 1,50 DM und ansonsten identischen Konditio-
nen wurde hingegen zu 8,95 DM gehandelt, wihrend die numerische Bewertung
einen Wert von 9,1058 DM liefert. Zum Vergleich werden nun die Optionspreise
bei einem Basispreis von 1,50 DM fiir ausgewihlte Aktienkurse aufgelistet.

Kurs Power Warrant
in DM in DM
1,20 0,5798
1,45 8,2544
1,50 10,8668
1,516 11,7142
1,60 15,9368
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Anhang

Pascal-Programm zur Bewertung von Power Warrants

PROGRAM power_warrant;

('ttttt't'ht."""tiit"ittﬁtttttttﬁ"'.t't't'it*'h"i\."'t"ttt"'tt.'t."
N = Anzahl der Zeitpunkte, M = Anzahl der Zustandspunkte,

SOG = Obergrenze fiir den Kurs, zinsdt = jdhrlicher Zins (r) in Deutschland,
zinsusa = j&hrl. Zins in USA (entspricht q), X = Basispreis,

Laufzeit = Optionsrestlaufzeit (in Jahren), H = Maximalbetrag,

deltat = Gréfe der Zeitschritte : EXTENDED
deltaS = Grdfe der Zustandsschritte : EXTENDED
options_preise = Vektor der Optionspreise : Array[0..M] OF EXTENDED
kurs = Vektor der Kurse : Array[0..M] OF EXTENDED

R R N NN R R N AR AR R A R R R N TR AT AN R AN TN TN NN AT R NN RO RN RN )

(**** Hauptprogramm: Deklaration der Konstanten, Variablen und Prozeduren ****)

{SN+) {(*erméglicht Gleitkommaberechnung mit 8087 Koprozessor
und bietet weitere Real-Typen®)
{$S+} {*Es wird vor jedem Prozeduraufruf uberprift, ob noch genug

Stack zur Speicherung vorhanden ist*)

CONST M=4000;
N=4000;
S0G=4.0;
zinsde=0,0325;
zinsusa= 0.05456;
Laufzeit=0.9;
X=1.4S;
H=25;
sigma=0.127;

TYPE vektor = array(0..M] of extended;
zeiger ="vektor;

VAR deltat,deltas: extended;
kurs:zeiger;
options_preise:zeiger;
warrant:text;
ch:char;

z,y: longint;

(' _______ - —— 8 T A - - - - ')
(**** Algorithmus zur Ldsung des tridiagonalen Systems, entn aus:
Press, Flannery, Teukolski. Numerical Recipes in Pascal. N.J. 1989 *#w«)

PROCEDURE tridag(al,bl,cl,el: zeiger; VAR u: zeiger; n: longint);
VAR j: longint;
bet: extended;
gam: zeiger;
BEGIN
new(gam) ;
IF (b1~[0) = 0) THEN BEGIN writeln('pause 1°'); readln END;
bat := bl~[0];
u~f{0] := el~[0]/bet;
FOR j := 1 to n DO BEGIN
gam~{j] := c1~[j-1]/bet;
bet := bl~(j]-ai1~{j)*gam~(3];
IF (bet = 0) THEN BEGIN writeln('pause 2');readln END;
ur{jl := (el1~[j]l-a1~(jl*u~[j-1])/bet
END;
FOR j := n-1 DOWNTOQ 0 DO BEGIN
u~{j] := ur(jl-gam~[j+1]*u~{j+1]
END;
dispose(gam)
END;




PROCEDURE Berechnung (VAR options_preise,kurs:zeiger);
VAR i,j: longint;
a,b,c,e: zeiger;

BEGIN
new(a) ;new(b) ;new(c) ;newle); {*Bereitstellung des Speicherplatzes*)

(**** Berechnung der Kurse ****)
FOR i:=0 TO M DO kurs~[i):=i*deltaS;
{**+** Berechnung des Endwertes der Option ****)

FOR i:=0 TO M DO BEGIN
IF kurs”(i]>=X THEN BEGIN
IF sqr{{kurs~[i)-X)*100)>=H THEN options_preise~(i]:=H
ELSE options_preise~[i]:=sqr((kurs”[i]-X)*100);
END
ELSE options_preise~(i]:= 0.0;
END;

(**** Hauptdurchlauf zur Bewertung~bis zur Anfangsperiode ****)

je= N;
WHILE j>=0 DO BEGIN

(**** Bestimmung der Koeffizienten ****)

i:=1;

WHILE i < M DO BEGIN
a*(i}:= -(zinsdt-zinsusa)*i/d+sqr(sigma*i)/4;
br{i}]:= -zinsdt-(1l/deltat)-sqr({sigma*i)/2;
c*{i):= ((zinsdt-zinsusa)*i)/4+sqr(sigma*i)/4;
e ({i]l:= -a~(i]*options_preise~[i-1] +
(-{1/deltat)+ sqrisigma*i)/2)*options_preise~{i]
- c*[i]*options_preise~(i+1];
i:=i+1;
END;

(wwwe Randb.dingungm werwy

b*{0):= 1; {(*Daer Wert 1 ist ein willkirlicher positiver wWert*)
c*(0):= 0;

e~[0):= 0;

a*{M):= 0;

b~ (M) := 1;

e*{M]:= 1/(1+zinsdt*deltat)*options_preise~[M];

(**** L8sung des tridiagonalen Systems ****)

tridag(a,b,c, e, options_preise,M);

Ji=j-1;

END;
dispose(a);dispose(b);dispose(c);dispose(e); (*Freigabe des Speicherplatzes*)
END; (*Ende der Prozedur*)

(*SEBERRRRRIRRRRERRRSE 000N RIS RN NI RN IR RIRIRR RN IR R RINNY)
(*HER00 0000000000 R R 0RO HE R R AR NN AR AR DNRR RN R R R SRR R AR AR RIS ")

(**** Hauptprogramm ****)
BEGIN
deltat:= Laufzeit/N;
deltasS:= SOG/M;

new(options_preise);new(kurs); (*Bereitstellung des Speicherplatzes*)
Berechnung(options_preise, kurs); (*Aufruf der Prozedur Berechnung, welche die

Kurse mit zugehdrigen Optionspreisen liefert®*)
assign(warrant, 'warrant.txt'); (*Ordnet der Dateivariablen warrant eine Textdatei zu*)
rewrite(warrant); (*Die Datei warrant wird angelegt und gedffnet*)

(**** Schreiben der Werte in die Datei warrant.txt ****)

Writeln(warrant, ‘Kurse‘, ' ', 'Optionspreise');

FOR z:=1000 TO 2500 DO writeln(warrant,kurs~{z]:4:4,' ' ,options_preise~(z]:4:4};
close({warrant);

dispose (options_preise);dispose(kurs);

END.



