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NICHTPARAMETRISCHE
SCHATZUNG BEDINGTER QUANTILE
IN FINANZMARKTDATEN

Klaus Abberger
SFB 178, Universitat Konstanz

Zusammenfassung:

In der Literatur wurden verschiedene parametrische Modelle zur Analyse
der Heteroskedastie in Zeitreihen von Finanzmarktdaten entwickelt. Eine
Moglichkeit, die bedingte Volatilitat nichtparametrisch zu erfassen, ist die
Kernschatzung von bedingten Quantilen. In diesem Aufsatz werden einige
asymptotische Eigenschaften des Kernschatzers prasentiert. Die Anwendung
von nichtparametrischen Schitzern setzt die Wahl eines Glattungsparameters
voraus. Es wird die Bandweitenwahl mittels Cross-Validation als Losung
diskutiert. Die Prozedur wird zur Schitzung von bedingten Quantilen in der

Zeitreihe taglicher DAX-Renditen verwendet.



1 Einleitung

Die Zeitreihen taglicher Finanzmarktdaten (Aktienkurse, Wechselkurse, etc.)

werden charakterisiert durch die statistischen Eigenschaften:
(i) sie sind linear nicht modellierbar,
(ii) besitzen leptokurtisch verteilte Renditen,
(iii) verhalten sich heteroskedastisch.

Die Renditen sind durch Y; = (Kurs; — Kurs;_1)/Kurs;_; definiert. Ein

Modell, das kongruent mit den drei genannten Eigenschaften ist, lautet
Y, =p+ VU, i=1,...,n.

Mit E[U;] = 0,Var[U;] = 1 und {V;} eine Folge positiver Zufallsvariablen.
Es sei V; unabhangig von U;. Dann gilt

ElY] = p,
VarlY; | Vi] = 2.

Die Zeitreihe besitzt einen konstanten Erwartungswert und zeitabhangige
Varianzen. Weitere Eigenschaften dieses Modells sind: Die Zeitreihe {Y¥;}7%,
besitzt keine Autokorrelationen. Die quadrierten Werte {Y?}%, konnen je-
doch autokorreliert sein. Existieren die vierten Momente von U; und V; und
bezeichne k, die Kurtosis von U; (k, = E[U#]/E[U?}?), dann gilt fir stati-
onare {U;} und {V;}
E[VZ)?

Da fiir alle positiven Zufallsvariablen V; mit positiver Varianz E[V}}] > E[V?]?
gilt, ist die gemeinsame Verteilung der {Y;} leptokurtisch sogar dann; wenn

{U;} gemeinsam normalverteilt ist.



Eine 6konomische Erklirung fiir die Heteroskedastie in den Zeitreihen taglicher
Finanzmarktdaten ist die Ankunft und Verarbeitung von Information auf

dem Markt. Zwei Aspekte sind besonders zu beachten:

(1) Die Information trifft sequentiell auf dem Markt ein. Sie erreicht die
Handler nicht gleichzeitig. Es gibt daher zu jedem Zeitpunkt informier-

te und nicht informierte Handler.

(2) Die Einschatzung der Information ist unterschiedlich. Die Menge der

Handler teilt sich in Optimisten und Pessimisten.

In der sta.tistischen. Analyse von Finanzmarkten sind ARCH- (Autoregres-
sive Conditional Heteroskedasticity) und GARCH-Modellierungen (General
Autoregressive Conditional Heteroskedasticity) fiir die bedingte Varianz V?
sehr beliebt. Das ARCH (q)-Modell wurde von Engle (1982) eingefiihrt. Es

lautet .
Vi=w+) oie ;= wta(l), (1)

i=1

mit ¢; = V;U;. Bollerslev (1986) hat dieses Modell erweitert. Das GARCH
(p, 9)- Modell hat die Gestalt '

q p
Visw+ Y o+ BV =wtol)d+ 8LV (2)
=1 1=1

Geschatzt werden beide Modelle mit der Maximum-Likelihood-Methode. Das
bedeutet, fiir die Schatzung muB die Verteilungsfamilie der bedingten Ver-
teilung vorgegeben werden. Nichtparametrische Verfahren dagegen arbeiten
verteilungsfrei. Daher wird im folgenden die Kernschatzung bedingter Quan-
tile vorgestellt. Die Schatzung von bedingten Quantilen statt bedingten Va-

rianzen birgt einige Vorteile in sich:

(i) Ein auf Quantilen beruhendes Streuungsmaf existiert auch dann, wenn
die Varianz nicht existiert. Das ist insbesondere zu beachten, wenn die

bedingte Verteilung leptokurtisch ist.
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(ii) Die Schitzung von bedingten Quantilen ist robuster gegeniiber Aus-

reiBern als die Schatzung der bedingten Varianz.

(iii) Bedingte Quantile zeigen Asymmetrien in den bedingten Verteilungen
auf. Ein Risikomafi das auf Quantilen basiert, enthalt mehr Informa-

tion als ein RisikomaB das auf der Varianz basiert.

Der weitere Aufbau dieses Aufsatzes bestimmt sich wie folgt: in Abschnitt
zwei wird ein Kernschatzer fir bedingte Quantile definiert. Seine asymptoti-
schen Eigenschaften werden dargestellt und das Problem der Bandweitenwahl
wird diskutiert. In Abschnitt drei wird der Kernschatzer auf die Zeitreihe
taglicher DAX-Werte angewendet. Eine Schlufibetrachtung fafit die gewon-

nenen Erkenntnisse zusammen.

2 Kernschatzung bedingter Quantile

2.1 Definition des Kernschatzers

In der Literatur wurden verschiedene nichtparametrische Schatzer fir be-
dingte Quantile vorgeschlagen. Exemplarisch seien hier Koenker, Portnoy
und Ng (1992), die eine Spiineanpassung motivieren, und Stute (1986), der
einen Nachste-Nachbar-Schatzer behandelt, erwahnt. Kernschitzer werden
zum Beispiel von Horvith und Yandell (1988) und von Samanta (1989) vor-
geschlagen. Der nichtparametrischen Schitzung bedingten Quantilen liegt
folgendes Modell zugrunde.

Es sei {Y, X} eine bivariate Zufallsvariable und F(y | ) = F;(y) bezeichne
die bedingte Verteilung von Y gegeben X = z. Das bedingte a-Quantil ¢,(z)
ist eine Funktion von z, wobei ¢,(z) = inf{y € R | F(y) 2 a},0 < a < L.
Gegeben die Beobachtungen {Y;, X;}~,, lautet das Modell

Y = ¢u(X:) + Ui, . | (3)
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mit P;(U; < 0) = a. In dem hier interessierenden Fall der Glittung von
Zeitreihen ist X gleichverteilt auf [1;n]. Ohne Beschrankung der Allgemein-

heit kann X; = ¢; = rn—% gleichverteilt auf (0;1) angenommen werden.

Der Kernschatzer fir bedingte Quantile soll hier analog zu Horvith und
Yandell (1988) eingefithrt werden. Es sei F(y,z) = P(Y < y, X < z) ei-
ne stetige bivariate Verteilungsfunktion mit den Randverteilungsfunktionen
H(y) = P(Y <y) und G(z) = P(X < z). Fiir die Analyse bedingter Quan-
tile benotigt man eine Schatzung der bedingten Verteilungsfunktion F,(y).

Die iblichen Schatzer fir F(y, z) und G(z) sind die empirischen Verteilungs-

funktionen
1 n
Fn(y,z) = ;z_; II{Y.'Sy,X.'Sz} (y,x) € R? . (4)
und
1 < :
Gn(z) = Fa(00,2) = = E_; Iixi<cy z€R. (5)

Es sei K(-) eine geeignete Kernfunktion, h, eine Sequenz von Bandweiten

und
o o)
T—u

hiva) = &' [ KR )

—-—00

-1 -1 . z — X,
= h.'n Z_:, T K(——) (6)
eine Kernschitzung fir {(y,z) = £ F(y,z). Existiert g(z) = £G(z) in einer

Umgebung von z, dann wird g(z) geschatzt durch

b4

(@) = hieo,n) =k [ K

—Uu
n

)dGy(u)

= B Y K(Z ;nX"). (7)

=1

Fir die bedingte Verteilungsfunktion ergibt sich daraus der Kernschatzer

ln(% x)
(@) " ®)

Fooly)=Fa(y|2) =



> Ty K(52)

Fus(y) = = . (9)
;K(%)

Die geschatzte bedingte Verteilungsfunktion wird in die Definition des be-
dingten a—Quantils eingesetzt. Der Kernschatzer fir das bedingte a—Quantil
ist

gna(z) =inf{y e R | Fo(y | ) > a}, 0<ac<l. (10)

2.2 Asymptotische Eigenschaften der Kernschatzung

Im folgenden werden die schwache Konvergenz und die fast sichere Konver-
genz des Kernschatzers im Falle unabhangig identisch verteilter Beobachtun-
gen {Y;, X;}72, untersucht. Fiir die beabsichtigte Anwendung auf Zeitreihen-
daten ist die Voraussetzung der Unabhangigkeit zu restriktiv. Daher wird

auch die Konvergenz bei abhangigen Beobachtungen betrachtet.

Sei {Y;, X;}*, unabhangig identisch verteilt und sei
Buly |2) = (nha)i(Fuly | 2) = F(y [2).- (1)

F(y | z) ist definiert wie F,(y | z), jedoch sind in I, und g, die geschatzten
Verteilungsfunktionen F,(y, ) und G,(z), ersetzt durch die wahren Vertei-
lungsfunktionen F(y,z) und G(z). Das bedeutet, F(y | z) ist die geglittete
wahre bedingte Verteilungsfunktion. Es seien folgende Bedingungen in einer

Umgebung von x, gleichmafig in u erfallt:

glz) > 0 (S. 1)

lg'(z)] < oo (S.2)
syufl(y,u) < oo (S. 3)
sgplél(y,u)! < o0 (S. 4)
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K >0, lim K(u) = 0,/K(u)du=1 (K. 1)

u—+00
/ |u| K2(u)du < (K. 2)
/Kz(u)du < o (K. 3)

K besitze einen kompakten Trager und endliche Variationen in IR (K. 4)

by — 0 fir n-—o0 (B. 1)

nh, — oo fir n-—o oo (B. 2)

hn.logn — 0 fir n-oo (B. 3)
nh3(logn)™® — oo fir n-ooo (B. 4)

In der Beweisfithrung zu einem Satz vom iterierten Logarithmus fiur Kernschatzer

zeigen Horvath und Yandell (1988) folgende Wahrscheinlichkeitsabschatzung.

Satz 1. Es seien die Bedingungen (S. 1) - (S. 4), (K.1.) - (K.4.)
~und (B.1.) - (B.4.) erfiillt. Dann kann man eine Sequenz von Brownschen
Bricken definieren, (By(tl)(t),O <t < 1), so daB gilt

Plsup | By | )~ [ KA Wdu/a(2)} BO(F( | 2)|

> Cy((hnlogn)? + n‘%hiélog n)} < Can?, (12)

wobei C;, j = 1,2, Konstanten.

Beweis: siehe Horvath und Yandell (1988), S.190-194.



Die Abschitzung in Satz 1 ist der Schlissel zur Herleitung der schwachen

Konvergenz von g,.

Korollar 1.  Seien die Bedingungen aus Satz 1 erfillt. Dann konvergiert

By, schwach gegen eine Brownsche Briicke:
Baly | 2) = BPN(F(y | z)). (13)
»—s”  bedeute hier die schwache Konvergenz (Konvergenz in Verteilung).

Beweis:

Da lim Y Cyn~? < oo gilt, folgt mit dem Borell-Cantelli-Lemma und

BO(F(y | 2)) = ( / K*(u)du/g(z))} BO(F(y | 2)),
daB gilt
sup | B,(v | 2) — BO(F(y | 2) |25 0, (4

Die fast sichere Konvergenz dieses Supremums impliziert 8,(y | z) =

BO(F(y|z)) .

Die schwache Konvergenz gilt ebenfalls fir (rk,)?(F.(y | z) — F(y | z)),
wenn der nicht-stochastische Term (F(y | ) — F(y | z)) gegen Null kon-
vergiert. Dieses Verhalten wurde von Horvith und Yandell (1988) in einem

Lemma betrachtet.

Lemmal. Essei(S.1)-(S.4), (K.1.) erfiillt. Weiterhin sei [ u?K(u)du <

oo und sup | ﬁ%l(y,u) |< co. Dann gilt
yu
sup | F(y | z) ~ F(y | z) |= O(h7). (15)
Yy

7



Beweis: siche Horvith und Yandell (1988), S. 190.

Die Kernschatzung der bedingten Verteilungsfunktion ist v/nh, - konsistent.
Die Konvergenzrate ist mit v/nh, geringer als die iibliche Rate parametri-

scher Schatzer, da A, fir n — oo gegen Null konvergiert.

Erkenntnisse iiber die fast sicher Konvergenz der Kernschatzung bedingter
Verteilungsfunktionen lassen sich aus Resultaten fir die Kernschatzung be-
dingter Erwartungswerte gewinnen. Fir die Zufallsvariable Z, = I{y,<,}, ¥ €
R, gilt

E[Z,|z] = Elyygy | 2] = F(y | 7). (16)
Fiir Zeitreihen ist die Annahme der Unabhéngigkeit der Daten {Y;, X;}™, zu
restriktiv. Das Modell mufl Abhangigkeiten zulassen. Dabei wird unterstellt,
der ProzeB {Y;, X;} seien a- mischend. Konvergenzbetrachtungen fiir andere
Mischungsannahmen existieren ebenfalls. a-mischende (oder stark mischen-
de) Prozesse wurden ausgewahlt, weil sie viele andere mischende Prozesse,
z.B. ¢—,¢¥—,6—, p— mischende enthalten (fir einen Vergleich verschiedener
Mischungsdefinitionen siehe Bradley et. al. (1987)). Es sei A; ein Element
der durch [{Y;, X;},¢ = 1,...,k] generierten o- Algebra A; und By,, ein
Element der von [{Y;, X;},7 = k + s,...] erzeugten o- Algebra Bi,,. Ein
ProzeB {Y;, X;} heifit a- mischend, wenn fir die Mischungskoeffizienten

a, =sup sup | P(A;N Beys) — P(Ax)P(Brys) | (17)
k  Ag,Biys
gilt:
slixg as = 0. (18)

Ist {Y;, X;} ein o- mischender Proze so folgt, daB auch {Z,;, X;} o- mi-

schend 1st.



Um fast sicheren Konvergenz zeigen zu kénnen sind verschiedene weitere

Annahmen nétig:

fir eink € N und einy € (0, 1) seien F(y | z) und g(z) k-mal
differenzierbar und ihre Ableitungen der Ordnung k seien

Lipschitz-stetig von der Ordnung~y (S. 5)

K (u) ist beschrankt, d.h.

K, YueR, |K(u)|<K<o (K. 5)
|u| K(u) — 0 fir |u|— o0 (K. 6)
K ist Lipschitz stetig der Ordnung v in R (K. 7)
/Iu]jK(u)duzﬂ fir j=1,...,k (K. 8)
3K ,0<| / | u [ K (u)du |< K* < oo. (K. 9)

Es sei (s,)v eine von den Mischungskoeffizienten (ay,)n abhiangende Folge

ganzer Zahlen, so dafl gilt

(255 /3n)
JA< oo,Vn € N,1 Ssn<g- und n—a’“———SA.

= Sn

Satz 2. Es seien (S.5.) und (K.5.) - (K.9.) erfillt. Die Bandweite h,
gentige der Bedingung '

Vi = hE 4 {(s,10g n)/(nhn)]% — 0 fir n— ooc. (B.5)

Dann gilt bei X gleichverteilt auf (0;1) fir Z, = Iiy<y)

sup | En(Z. | 2)— E(Z4 | 2) |= O(V,)  fos., (20)

z€(0,1)



und mit (16)

sup | Fo(u]z)—F(ulz)|=0W.) f.s. (21)

z€(0,1)

Beweis: Siehe Gyorfi et. al. (1989) unter Beachtung der Definition von

Z,.
O

Die Konvergenzrate wird von der Glattheit der bedingten Verteilungsfunk-
tion und der Stirke der Abhingigkeiten in den Daten beeinfluBt. Je glatter
die bedingte Verteilungsfunktion und je geringer die Abhangigkeiten, desto
schneller konvergiert V,, gegen Null. Fur unabhangige Beobachtungen gilt
a, =0 VneN.

In Satz 2 wird die fast sichere Konvergenz fir die Schatzung der beding-
ten Verteilungsfunktion angegeben. Das Augenmerk liegt jedoch auf der

Schatzung bedingter Quantile.

Korollar 2.  FEs seien die Bedingungen aus Satz 2 erfillt und es seien

F(ga(z) | ) = o und Fo(gna(z) | ) = a eindeutig. Dann gilt
Gna T2 ga(2).

Bewels:

Fiir jedes € > 0 existiert ein n(e) > 0 der Form
n(e) = min{F(ga(z) + € | ) — F(ga(z) | ©), F(4a(z) | ) ~ F(ga(z) — €| )},
so daB

| 4na(z) — gal2) > ¢
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impliziert, daf
| F(gna(2) | 2) = F(ga(2) | 2) [> n(€)
gilt. Es ist
| Fgna(@) | 2) = F(4a(2) | 2) |=| F(gra(z) | 2) — Fa(gnal(z) | 2) |

< Z‘(lopl) | Fa(gna(z) | 2) = Fgna(z) | 2) | .

Das Korollar folgt dann aus Satz 2 mit u = gpe(2Z)-

Es 138t sich festhalten: die Kernschitzung bedingter Quantile konvergiert un-
ter den angegebenen Regularitatsbedingungen fast sicher gegen die zugrun-
deliegenden bedingten Quantile. Die' Konvergenzgeschwindigkeit wird von
der Glattheit der bedingten Verteilungsfunktion und damit von der Glatt-
heit der bedingten Quantilsfunktion beeinflufit. Abhangigkeiten in den Daten
beeinflussen die Konvergenzrate ebenfalls. Je glatter die bedingte Quantils-
funktion und jé geringer die Abhéangigkeiten, desto hoher ist die Konvergenz-

geschwindigkeit.

2.3 Bandweitenwahl

Wichtig fiir die Anwendung nichtparametrischer Verfahren ist die Auswahl
eines Glattungsparameters. Irﬁ Falle der Kernschschatzung ist dies die Wahl
der Bandweite. Fiir den Bereich der Schitzung bedingter Erwartungswerte V
gibt es eine Vielzahl von Veroffentlichungen zu diesem Problemfeld. Sehr ver-
breitet ist die Wahl des Glattungsparameters durch Cross-Validation (siehe
z.B. Hardle (1990)). Voraussetzung fiir diese Technik ist, da unabhangige
Beobachtungen vorliegen: Sind die Daten abhangig kann Cross-Validation zu

schlechten Ergebnissen fihren. Der Abhingigkeit;sstruktur sollte Rechnung
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getragen werden. Eine Moglichkeit ist, die Kovarianzen, geschatzt iber das
Sprektrum der Zeitreihe, zu berticksichtigen. Man muf} aber beachten, daf§
Kovarianzen nur lineare Abhangigkeiten abbilden. Ein weiterer Vorschlag
ist, Block-Cross-Validation zu verwenden. Statt mit einem Leave-One-Out-
Schatzer zu operieren, bleiben Datenblocke unbericksichtigt. Die Verfahren

der Cross-Validation konnen auch zur Schatzung bedingter Quantile verwen-

det werden.

Ausgangspunkt fiir die Bandweitenwahl ist die von Koenker und Bassett

(1978) untersuchte Funktion

n

> allyegpy(Yi—0) =Y (1 - a)lyscp(Yi —6),0 <a< 1. (22)

=1 =1

Die Funktion wird minimal fir 4 gleich dem a-Quantil von {Y;}~,. Fir
a = 0,5 reduziert sich die Funktion zur Summe der absoluten Abstande, die

durch den Median minimiert wird.

Fiir die Bandweitenauswahl der bedingten Quantilschatzung wird in (22)
0 durch ¢ 2(X;) ersetat. ,(,'Q,(X,) ist ein Leave-One-Out-Schatzer. In der
Schatzung des i-ten Quantils bleibt (Y;, X;) unberticksichtigt. Es ist

n X;—X;
21 Ty, <y K (255)
]=

FP(y | X;) = & (23)
EK( =) |
J#t
und g§ (X ) =inf{y € R | F,(,i)(y | Xi) = a}. Es resultiert eine von A,

abhangige Verlustfunktion der Form

L(h,) = Zaﬂ{y @ xzoy (¥ — €2(X3)

i=1

=Y (- yyc ¥ — dU(X0)). (24)

. i=1

12



Bandweitenwahl via Cross-Validation bedeutet, da die Bandweite ausge-

wahlt wird, die L(h,) minimiert.

Um die Sensitivitat der gewohnlichen Cross-Validation gegentiber abhangigen
Daten zu uberpriifen, kann Block-Cross-Validation hinzugezogen werden.
Statt nur die i-ten Beobachtungen in den Quantilsschatzungen auszulassen,
bleiben ganze Datenbldcke {Y;, X;}it%2, ,b = by + b; + 1, unberiicksichtigt.
Diese Blocke miiBen so groB sein, dafl die geschatzten Quantile an den Stel-
len X; unabhangig von Y; sind. In der Anwendung ist die Bestimmung der
Blockgrofie problematisch. Wieviele Beobachtungen sollen ausgelassen wer-
den?

Einen Eindruck iiber die Anwendungsmoglichkeiten der Kernschatzung soll

der nachste Abschnitt geben.

3 Schatzung bedingter Quantile in DAX-
Renditen

Die entwickelte nichtparametrische Schatzprozedur zur Bestimmung beding-
ter Quantile wird auf tagliche DAX-Renditen' angewendet. Es handelt sich
um 1400 Beobachtungen im Zeitraum zwischen dem 2.1.86 und dem 13.8.91.
Abbildung 1 enthalt die Zeitreihe. Der Verlauf der Zeitreihe 138t das Vorhan-
densein von Heteroskedastie und die Existenz von Ausreiflern vermuten. Um
diese Eigenschaften identifizieren zu konnen, werden neben dem bedingten
Median das bedingte untere Quartil (0,25-Quantil) und das bedingte obere
Quartil (0,75-Quantil) geschatzt. Als Kernfunktion dient ein Bisquare-Kern
der Form 13(1 — u?)?.[_, 3j(u). Der Bisquare-Kern ist stetig, differenzierbar

und besitzt einen kornpakten Trager. Hinweise auf die geeigneten Bandwei-

1Die Daten wurden von der Deutschen Finanzdatenbank-DFDB, Karlsruhe, zur Ver-

fiigung gestellt.
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Abbildung 1: Zeitreihe taglicher DAX-Renditen vom 2.1.86 bis zum 13.8.91
(n=1400)

00 0.05

-0.05

-0.10

0 200 400 600 800 1000 1200 1400

Zeit

ten soll das in Abschnitt 2.3 beschriebene Verfahren geben. Um Randproble-
men bei der Berechnung von (24) zu entgehen, wird eine Gewichtsfunktion
w(z) = M{s00<i<1200} €ingefiihrt. D.h., die ersten 200 und die letzten 200 Beob-
achtungen werden in der Berechnung von L(h) nicht beriicksichtigt. Gesucht

ist die Bandweite, die

L(r) = Z{QH{Y‘ -8 (x: )>0}( Qna(X )

i=1

_(1 a)l {Y;- q(')(x‘.)<o}(y qﬂa(X )} w(z)

minimiert. Die Sensitivitat der gewonnenen Bandweite gegeniiber Abh?mgig;
keiten in den Daten wird mittels der Block-Cross-Validation tberprift. Es
werden symmetrische Blocke der Grofle b = 3 und b = 9 betrachtet. Die
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Funktionswerte von L(k) im relevanten Bereich zeigen die Abbildungen 2
bis 4. Bemerkenswert ist, dafi die Niveaus der optimalen Bandweiten fiir
die verschiedenen Quantile sehr unterschiedlich sind. Das gilt insbesondere
fir die beiden Quartile. Weiterhin zeigt es sich, dafl die Anwendung von
Block-Cross-Validation zu keinen wesentlich veranderten Ergebnissen fihrt.
D.h. der Einflul von Abhéangigkeiten ist gering. Am eindeutigsten sind die
Ergebnisse fir das 0,25-Quantil. Die gewohnliche Cross-Validation gibt eine
optimale Bandweite von 30 vor. Fiir b = 3 und b = 9 andert sich die optimale
Bandweite auf 35. Die weitere Analyse wird h{o,25) = 35 zur Schatzung der
bedingten unteren Quartile verwenden. Fir den bedingten Median resultiert
bei b =1 und b = 3 eine Bandweite von 100. Im Fall b = 9 erhéht sich die
optimale Bandweite. Das Minimum der flach verlaufenden Kurve ist bei 130.
Ausgewahlt wird hf, ) = 100. Das Verfahren 138t auch fir das obere Quartil
keine nennenswerte Einflisse von Abhingigkeiten auf die Bandweitenwahl
erkennen. Gewdhnliche Cross-Validation ergibt eine Bandweite von 125. Fir -
b = 3 ist das Minimum bei 120 und fir 5 = 9 an der Stelle 115. Das 0,75-
Quantil wird mit hfy .5y = 120 geschatzt.

Abbildung 5 prasentiert die Ergebnisse der Kernschatzung bedingter Quan-
tile in DAX-Renditen. Wie schon die Bandweitenwahl andeutet, sind die
bedingten Mediane und die bedingten 0,75-Quantile glatter als die bedingten
0,25-Quantile. Z\nderungen in der bedingten Volatilitat der DAX-Renditen
werden daher insbesondere durch das Verhalten im unteren Bereich der be-
dingten Verteilung beeinfluBt. Die Folge davon ist ein starker negativer Zu-
sammenhang zwischen bedingter Volatilitat und bedinger Schiefe. Abbildung
6 verdeutlicht diesen Zusammenhang.

Erkennbar ist neben der negativen Abhangigkeit ein Cluster-Effekt. Ei-
nen ahnlichen Zusammenhang zwischen bedingter Volatilitit und beding-

ter Schiefe vermuten Campbell und Hentschel (1992). Sie modellieren U.S.
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Abbildung 2: Block-Cross-Validation fiir das 0.25-Quantil
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Abbildung 4: Block-Cross-Validation fiir das 0.75-Quantil
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Aktienmarktdaten aber QGARCH-Ansitze (quadratic GARCH), einer Va-
riante der GARCH-Modelle. Die Residuen dieser Anpassungen werden dann
hinsichtlich der bedingten Schiefe untersucht. Eiﬁen Erklarungsbeitrag zum
Verhalten der bedingten Schiefe kann der ”volatility feedback”-Effekt lei-
sten. Dieser Effekt impliziert, daBl die Renditen heute abhangig sind von -
den zukinftig erwarteten Volatilitaten. Ein Beispiel zeigt die WirkungsWeise
die;ser Riickkoppelungen: Treffen auf dem Ma.fkt negativé Informationen ein,
fallt der Kurs und die Volatilitat steigt. Die erhohte Volatilitat 1aBt sich fur
die Zukunft eine starke Volatilitat erwarten. Der aktuelle Kurs wird daher
weiter fallen. Die Wirkung der negativen Information wird verstarkt. Hohe
negative Renditen sind haufiger als hohe positive Renditen und es resultiert

eine linksschiefe bedingte Verteilung.
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Abbildung 5: Geschatzte bedingte Quantile fiir tagliche DAX-Renditen
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Abbildung 6: Geschatzte Schiefe versus geschatzte Streuung taglicher DAX-
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4 Schlufibetrachtung

In diesem Aufstz wird ein Kernschatzer fir bedingte Quantile vorgestellt.
Dieser Kernschatzer erweist sich fiir stark mischende Beobachtungen als
streng konsistent. Fiir Kernschatzungen von groBer Bedeutung ist die Band-
weitenwahl. Vorgeschlagen wird die Ermittlung der Bandweite iber Cross-
Validation. Neben der Robustheit von Quantilsschatzungen erweist sich in
der Anwendung auf DAX-Renditen die durch Quantile ermoglichte Analy-
se von Asymmetrien in den Verteilungen als wichtige Eigenschaft. Allein
mit der Schitzung bedingter Varianzen werden Asymmetrien nicht sicht-
bar. Fir die DAX-Renditen resultiert ein stark negativer Zusammenhang
zwischen bedingter Volatilitdt und bedingter Schiefe. Ein Phanomen, das
teilweise durch den "volatility feedback”-Effekt erklart werden kann. Zu ei-
ner erschopfenden Erklarung des negativen Zusammenhanges reicht dieser

Effekt vermutlich nicht aus.
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