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NICHTPARAMETRISCHE 

SCHÄTZUNG BEDINGTER QUANTILE 

IN FINANZMARKTDATEN 

Klaus Abberger 

SFB 178, Universität Konstanz 

Zusammenfassung: 

In der Literatur wurden verschiedene parametrische Modelle zur Analyse 

der Heteroskedastie in Zeitreihen von Finanzmarktdaten entwickelt. Eine 

Möglichkeit, die bedingte Volatilität nichtparametrisch zu erfassen, ist die 

Kernschätzung von bedingten Quantilen. In diesem Aufsatz werden einige 

asymptotische Eigenschaften des Kernschätzers präsentiert. Die Anwendung 

von nichtparametrischen Schätzern setzt die Wahl eines Glättungsparameters 

voraus. Es wird die Bandweitenwahl mittels Cross-Validation als Lösung 

diskutiert. Die Prozedur wird zur Schätzung von bedingten Quantilen in der 

Zeitreihe täglicher DAX-Renditen verwendet. 



1 Einleitung 

Die Zeitreihen täglicher Finanzmarktdaten (Aktienkurse, Wechselkurse, etc.) 

werden charakterisiert durch die statistischen Eigenschaften: 

(i) sie sind linear nicht modellierbar, 

(ii) besitzen leptokurtisch verteilte Renditen, 

(iii) verhalten sich heteroskedastisch. 

Die Renditen sind durch Yi = (Kursi — Kursi-i) / Kursi-i definiert. Ein 

Modell, das kongruent mit den drei genannten Eigenschaften ist, lautet 

Yi = fi + ViUi, i = l,...,n. 

Mit E[Ui] = 0, Var[Ui] = 1 und {VJ} eine Folge positiver Zufallsvariablen. 

Es sei Vi unabhängig von {/,-. Dann gilt 

E[Yi\ = /i, 

Var[Yi\V{[ = vi 

Die Zeitreihe besitzt einen konstanten Erwartungswert und zeitabhängige 

Varianzen. Weitere Eigenschaften dieses Modells sind: Die Zeitreihe {K}"=1 

besitzt keine Autokorrelationen. Die quadrierten Werte {Y?}?=1 können je­

doch autokorreliert sein. Existieren die vierten Momente von £/,• und V und 

bezeichne ku die Kurtosis von U{ (ku = E[Uf\/E[U?]2)j dann gilt für stati­

onäre {{/, } und {T^} 

~~ ' 

Da für alle positiven Zufallsvariablen Vi mit positiver Varianz E\V*\ > E[V?]2 

gilt, ist die gemeinsame Verteilung der {!;} leptokurtisch sogar dann, wenn 

{{/,} gemeinsam normalverteilt ist. 
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Eine ökonomische Erklärung für die Heteroskedastie in den Zeitreihen täglicher 

Finanzmarktdaten ist die Ankunft und Verarbeitung von Information auf 

dem Markt. Zwei Aspekte sind besonders zu beachten: 

(1) Die Information trifft sequentiell auf dem Markt ein. Sie erreicht die 

Händler nicht gleichzeitig. Es gibt daher zu jedem Zeitpunkt informier­

te und nicht informierte Händler. 

(2) Die Einschätzung der Information ist unterschiedlich. Die Menge der 

Händler teilt sich in Optimisten und Pessimisten. 

In der statistischen Analyse von Finanzmärkten sind ARCH- (Autoregres­

sive Conditional Heteroskedasticity) und GARCH-Modellierungen (General 

Autoregressive Conditional Heteroskedasticity) für die bedingte Varianz Vt2 

sehr beliebt. Das ARCH (q)-Modell wurde von Engle (1982) eingeführt. Es 

lautet 

Vi = w + S = w + (!) 
j=i 

mit €{ = Villi. Bollerslev (1986) hat dieses Modell erweitert. Das GARCH 

(p, q)- Modell hat die Gestalt 

V? = w + £ ajelj + £ ß&j = w + a(L)e? + ß(L)V?. (2) 
j=1 j=1 

Geschätzt werden beide Modelle mit der Maximum-Likelihood-Methode. Das 

bedeutet, für die Schätzung muß die Verteilungsfamilie der bedingten Ver­

teilung vorgegeben werden. Nichtparametrische Verfahren dagegen arbeiten 

verteilungsfrei. Daher wird im folgenden die Kernschätzung bedingter Quan-

tile vorgestellt. Die Schätzung von bedingten Quantilen statt bedingten Va­

rianzen birgt einige Vorteile in sich: 

(i) Ein auf Quantilen beruhendes Streuungsmaß existiert auch dann, wenn 

die Varianz nicht existiert. Das ist insbesondere zu beachten, wenn die 

bedingte Verteilung leptokurtisch ist. 
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(ii) Die Schätzung von bedingten Quantilen ist robuster gegenüber Aus­

reißern als die Schätzung der bedingten Varianz. 

(iii) Bedingte Quantile zeigen Asymmetrien in den bedingten Verteilungen 

auf. Ein Risikomaß das auf Quantilen basiert, enthält mehr Informa­

tion als ein Risikomaß das auf der Varianz basiert. 

Der weitere Aufbau dieses Aufsatzes bestimmt sich wie folgt: in Abschnitt 

zwei wird ein Kernschätzer für bedingte Quantile definiert. Seine asymptoti­

schen Eigenschaften werden dargestellt und das Problem der Bandweitenwahl 

wird diskutiert. In Abschnitt drei wird der Kernschätzer auf die Zeitreihe 

täglicher DAX-Werte angewendet. Eine Schlußbetrachtung faßt die gewon­

nenen Erkenntnisse zusammen. 

2 Kernschätzung bedingter Quantile 

2.1 Definition des Kernschätzers 

In der Literatur wurden verschiedene nichtparametrische Schätzer für be­

dingte Quantile vorgeschlagen. Exemplarisch seien hier Koenker, Portnoy 

und Ng (1992), die eine Splineanpassung motivieren, und Stute (1986), der 

einen Nächste-Nachbar-Schätzer behandelt, erwähnt. Kernschätzer werden 

zum Beispiel von Horväth und Yandell (1988) und von Samanta (1989) vor­

geschlagen. Der nichtparametrischen Schätzung bedingten Quantilen liegt 

folgendes Modell zugrunde. 

Es sei {Y,X} eine bivariate Zufallsvariable und F(y | x) = Fx{y) bezeichne 

die bedingte Verteilung von Y gegeben X = x. Das bedingte or-Quantil qa(:r) 

ist eine Funktion von x, wobei gQ(x) = inf{t/ € 1R | Fx(y) > a},0 < a < 1. 

Gegeben die Beobachtungen lautet das Modell 

Yi = qa(Xi) + Ui, (3) 
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mit Px(Ui < 0) = a. In dem hier interessierenden Fall der Glättung von 

Zeitreihen ist X gleichverteilt auf [l;n]. Ohne Beschränkung der Allgemein-

heit kann Xi = t,- = gleichverteilt auf (0; 1) angenommen werden. 

Der Kernschätzer für bedingte Quantile soll hier analog zu Horväth und 

Yandell (1988) eingeführt werden. Es sei F(y,x) = P(Y < y,X < x) ei­

ne stetige bivariate Verteilungsfunktion mit den Randverteilungsfunktionen 

H(y) = P(Y < y) und G(x) = P(X < x). Für die Analyse bedingter Quan­

tile benötigt man eine Schätzung der bedingten Verteilungsfunktion Fx(y). 

Die üblichen Schätzer für F(y, x) und G(x) sind die empirischen Verteilungs­

funktionen 

Fn(y,x) = (j/,x)€lR2 (4) 
t'=l 

und 
1 " 

Gn(x) = Fn(oo, x) = - x € 1R. (5) 
«=i 

Es sei K(-) eine geeignete Kernfunktion, hn eine Sequenz von Bandweiten 

und 
OO 

K(y,x) = K' I 

— OO 

= A;1«-1 £ !«<,>* (6) 
.=1 nn 

eine Kernschätzung für l{y,x) = j^F(y, x). Existiert g(x) = -^G(x) in einer 

Umgebung von x, dann wird g(x) geschätzt durch 
OO 

9n(x) = /„(oo,x) = h'1 J K(Xh U)dGn{u) 

— OO 

= K'n-1 £ * (7) 

Für die bedingte Verteilungsfunktion ergibt sich daraus der Kernschätzer 

F.A») = f.(v I X ) = (8) 
ffn(X) 
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FnM = —n • (9) 
E *(***) 
1 = 1 

Die geschätzte bedingte Verteilungsfunktion wird in die Definition des be­

dingten a—Quantiis eingesetzt. Der Kernschätzer für das bedingte o—Quantil 

ist 

qna(x) = inf{i/ e IR I F n(y | x) > <*}, 0 < a < 1. (10) 

2.2 Asymptotische Eigenschaften der Kernschätzung 

Im folgenden werden die schwache Konvergenz und die fast sichere Konver­

genz des Kernschätzers im Falle unabhängig identisch verteilter Beobachtun­

gen {Yi,Xi}"=1 untersucht. Für die beabsichtigte Anwendung auf Zeitreihen­

daten ist die Voraussetzung der Unabhängigkeit zu restriktiv. Daher wird 

auch die Konvergenz bei abhängigen Beobachtungen betrachtet. 

Sei {li,X,}"=1 unabhängig identisch verteilt und sei 

ßn(y I X) = (nhn)$(Fn(y | x) - F(y | x)). (11) 

F(y | x) ist definiert wie Fn(y | x), jedoch sind in ln und gn die geschätzten 

Verteilungsfunktionen Fn(y,x) und Gn{x), ersetzt durch die wahren Vertei­

lungsfunktionen F(y,x) und G(x). Das bedeutet, F(y | x) ist die geglättete 

wahre bedingte Verteilungsfunktion. Es seien folgende Bedingungen in einer 

Umgebung von x, gleichmäßig in u erfüllt: 

(S. 1) 

(S. 2) 

(S. 3) 

(S. 4) 

g(x) > 0 

| g'(x) | < oo 

s\ipl(y,u) < oo 
yru 
ß 

sup I ^ Z(y.u) | < oo 
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K > 0, lim K(u) = 0, / tf(u)rfu = 1 (K. 1) 
•u—>+oo J 

J | u | K2(u)du < oo (K. 2) 

J K2(u)du < oo (K. 3) 

K besitze einen kompakten Träger und endliche Variationen in ]R (K. 4) 

K —> 0 

nhn —• oo 

hn log n —* 0 

n^(logn)-6 —* oo 

für 

für 

für 

für 

n 

n 

n 

n 

oo 

oo 

oo 

oo 

(B. 1) 

(B. 2) 

(B. 3) 

(B. 4) 

In der Beweisführung zu einem Satz vom iterierten Logarithmus für Kernschätzer 

zeigen Korväth und Yandell (1988) folgende Wahrscheinlichkeitsabschätzung. 

Satz 1. Es seien die Bedingungen (S. 1) - (S. 4), (K.l.) - (K.4.) 

und (B.l.) - (B.4.) erfüllt. Dann kann man eine Sequenz von Brownschen 

Brücken definieren, (Bn\t), 0 < t < 1), so daß gilt 

P{sup | ßn(y | x) - ( I K2{u)dulg{x))^B^\F(y \ s )) | 
y J 

> Ci((Ank>gra)£ -f. n~h~2 logn)} < C2n-2, (12) 

wobei Cj, j = 1, 2, Konstanten. 

Beweis: siehe Horväth und Yandell (1988), S.190-194. 
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Die Abschätzung in Satz 1 ist der Schlüssel zur Herleitung der schwachen 

Konvergenz von ßn. 

Korollar 1. Seien die Bedingungen aus Satz 1 erfüllt. Dann konvergiert 

ßn schwach gegen eine Brownsche Brücke: 

Mü i * ) =*• Bg\F{y | x)). (13) 

"=>• " bedeute hier die schwache Konvergenz (Konvergenz in Verteilung). 

Beweis: 
n 

Da lim C2"-2 < 00 gilt, folgt mit dem Borell-Cantelli-Lemma und 
;=1 

B?KF(v I *)) = (j 1*)), 

daß gilt 

sup | ßn{y | x) - B(2){F{y \ x)) |-^ 0. (14) 
y 

Die fast sichere Konvergenz dieses Supremums impliziert ßn(y \ x) =$• 

Bl2)(F(y | x)) . 

• 

Die schwache Konvergenz gilt ebenfalls für (nhn)^(Fn(y \ x) — F(y | x)), 

wenn der nicht-stochastische Term (F(y | x) — F (y | x)) gegen Null kon­

vergiert. Dieses Verhalten wurde von Horväth und Yandell (1988) in einem 

Lemma betrachtet. 

Lemma 1. Es sei (S. 1) - (S. 4), (K.l.) erfüllt. Weiterhin sei J u2K(u)du < 

00 und sup | ̂ -/(y,u) |< 00. Dann gilt 
y," 

sup | F(y | x) - F{y \ x) |= 0{h3n). (15) 
y 
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Beweis: siehe Horväth und Yandell (1988), S. 190. 

Die Kernschätzung der bedingten Verteilungsfunktion ist \/nhn - konsistent. 

Die Konvergenzrate ist mit y/nhn geringer als die übliche Rate parametri­

scher Schätzer, da hn für n —> oo gegen Null konvergiert. 

Erkenntnisse über die fast sicher Konvergenz der Kernschätzung bedingter 

Verteilungsfunktionen lassen sich aus Resultaten für die Kernschätzung be­

dingter Erwartungswerte gewinnen. Für die Zufallsvariable Zy = 2{Yi<y}, y G 

1R, gilt 

E[Z, I x ] = £(%<„) | *] = F(y I x ). (16) 

Für Zeitreihen ist die Annahme der Unabhängigkeit der Daten {Yt,Xi};=1 zu 

restriktiv. Das Modell muß Abhängigkeiten zulassen. Dabei wird unterstellt, 

der Prozeß {Yi,Xi} seien a- mischend. Konvergenzbetrachtungen für andere 

Mischungsannahmen existieren ebenfalls, a-mischende (oder stark mischen­

de) Prozesse wurden ausgewählt, weil sie viele andere mischende Prozesse, 

z.B. mischende enthalten (für einen Vergleich verschiedener 

Mischungsdefinitionen siehe Bradley et. al. (1987)). Es sei Ak ein Element 

der durch [{Yi,Xj},i = l,...,fc] generierten a- Algebra Ak und Bk+S ein 

Element der von [{Yi,Xi},j = k + 5,...] erzeugten er- Algebra Bk+s- Ein 

Prozeß {Yi,Xi} heißt a- mischend, wenn für die Mischungskoeffizienten 

as = sup sup | P(Ak D Bk+a) - P(Ak)P(Bk+3) | (17) 
k Ak,Bk+s 

gilt: 

lim as = 0. (18) 
5—• 00 V ' 

Ist ein a- mischender Prozeß so folgt, daß auch {Zui,Xi} a- mi­

schend ist. 
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Um fast sicheren Konvergenz zeigen zu können sind verschiedene weitere 

Annahmen nötig: 

für eink € iVund ein 7 € (0,1) seien F(y | x) und <7(2;) k-mal 

differenzierbar und ihre Ableitungen der Ordnung k seien 

Lipschitz-stetig von der Ordnung 7 (S. 5) 

K(u) ist beschränkt, d.h. 

3K, Vu € 1R, | K{u) \< K < 00 (K. 5) 

| u | K(u) —• 0 für | u |—> 00 (K. 6) 

K ist Lipschitz stetig der Ordnung 7 in IR (K. 7) 

J | u j-7 K(u)du = 0 für j = 1,... ,k (K. 8) 

3K* ,0<| /|«r*(u)*|<jr<oo. (K. 9) 

Es sei (SU)N eine von den Mischungskoeffizienten (an)N abhängende Folge 

ganzer Zahlen, so daß gilt 

n na(2sn/3n) 

3A < 00, Vn € N, 1 < sn < — und —— < A. 
2 sn 

Satz 2. Es seien (S.5.) und (K.5.) - (K.9.) erfüllt. Die Bandweite hn 

genüge der Bedingung 

Vn = + [(snlogn)/(raÄn)]2 —>0 für n—>00. (B.5) 

Dann gilt bei X gleichverteilt auf (0; 1) für Zu = H{Y<U} 

sup | En(Zu\x)-E(Zu\x)\=0(Vn) f.s., (20) 
*6(0,1) 



und mit (16) 

sup | Fn(u | x) - F(u | x) |= 0(Vn) f.s. (21) 
*€(0,1) 

Beweis: Siehe Györfi et. al. (1989) unter Beachtung der Definition von 

Zu. 

• 

Die Konvergenzrate wird von der Glattheit der bedingten Verteilungsfunk­

tion und der Stärke der Abhängigkeiten in den Daten beeinflußt. Je glatter 

die bedingte Verteilungsfunktion und je geringer die Abhängigkeiten, desto 

schneller konvergiert V„ gegen Null. Für unabhängige Beobachtungen gilt 

an = 0 VnG^. 

In Satz 2 wird die fast sichere Konvergenz für die Schätzung der beding­

ten Verteilungsfunktion angegeben. Das Augenmerk liegt jedoch auf der 

Schätzung bedingter Quantile. 

Korollar 2. Es seien die Bedingungen aus Satz 2 erfüllt und es seien 

F(qa(x) | x) = a und Fn(qna(x) | x) = a eindeutig. Dann gilt 

9na * Qa\%)' 

Beweis: 

Für jedes e > 0 existiert ein rj(e) > 0 der Form 

Tj(e) = min{F(?a(x) + e | x) - F(qa(x) \ x), F(qa(x) | x) - F(qa{x) - e | x)}v 

so daß 

I qn a(x) ~ qa(x) |> € 
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impliziert, daß 

I F (qna(x) | x) - F(qa(x) | x) |> rj(e) 

gilt. Es ist 

I F {qna[x) | x) - F(qa(x) | x) |=| ̂ (^(x) | x) - Fn(qna(x) | x) | 

< sup I F n{q„a{x) I x ) - F(qna(x) | x) | . 
«6(0,1) 

Das Korollar folgt dann aus Satz 2 mit u = qna(x). 

• 

Es läßt sich festhalten: die Kernschätzung bedingter Quantile konvergiert un­

ter den angegebenen Regularitätsbedingungen fast sicher gegen die zugrun­

deliegenden bedingten Quantile. Die Konvergenzgeschwindigkeit wird von 

der Glattheit der bedingten Verteilungsfunktion und damit von der Glatt­

heit der bedingten Quantiisfunktion beeinflußt. Abhängigkeiten in den Daten 

beeinflussen die Konvergenzrate ebenfalls. Je glatter die bedingte Quantiis­

funktion und je geringer die Abhängigkeiten, desto höher ist die Konvergenz­

geschwindigkeit . 

2.3 Band weitenwahl 

Wichtig für die Anwendung nichtparametrischer Verfahren ist die Auswahl 

eines Glättungsparameters. Im Falle der Kernschschätzung ist dies die Wahl 

der Bandweite. Für den Bereich der Schätzung bedingter Erwartungswerte 

gibt es eine Vielzahl von Veröffentlichungen zu diesem Problemfeld. Sehr ver­

breitet ist die Wahl des Glättungsparameters durch Cross-Validation (siehe 

z.B. Härdle (1990)). Voraussetzung für diese Technik ist, daß unabhängige 

Beobachtungen vorliegen. Sind die Daten abhängig kann Cross-Validation zu 

schlechten Ergebnissen führen. Der Abhängigkeitsstruktur sollte Rechnung 
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getragen werden. Eine Möglichkeit ist, die Kovarianzen, geschätzt über das 

Sprektrum der Zeitreihe, zu berücksichtigen. Man muß aber beachten, daß 

Kovarianzen nur lineare Abhängigkeiten abbilden. Ein weiterer Vorschlag 

ist, Block-Cross-Validation zu verwenden. Statt mit einem Leave-One-Out-

Schätzer zu operieren, bleiben Datenblöcke unberücksichtigt. Die Verfahren 

der Cross-Validation können auch zur Schätzung bedingter Quantile verwen­

det werden. 

Ausgangspunkt für die Bandweitenwahl ist die von Koenker und Bassett 

(1978) untersuchte Funktion 
n n 

Y. aü{Yi-0>o}(Yi — 0) — 5^(1 — a)2{y,-e<o}(^ — Q), 0 < ot < 1. (22) 
«=i t=i 

Die Funktion wird minimal für 0 gleich dem a-Quantil von {Yi}?=1. Für 

a = 0,5 reduziert sich die Funktion zur Summe der absoluten Abstände, die 

durch den Median minimiert wird. 

Für die Bandweitenauswahl der bedingten Quantilschätzung wird in (22) 

0 durch qkl(Xi) ersetzt. qkl(Xi) ist ein Leave-One-Out-Schätzer. In der 

Schätzung des i-ten Quantiis bleibt (Yi,X{) unberücksichtigt. Es ist 

t *«•*>*(*£*) j=i 

^"(y I *) = ^——— (23) 

Efl¥) J=l 

und ?ni(Xt) = inf{y € IR | Fn\y | X.) > a}. Es resultiert eine von hn 

abhängige Verlustfunktion der Form 

L(hn) 
1 = 1 

n 

~~ - ~~ (24) 
. <=1 
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Bandweitenwahl via Cross-Validation bedeutet, daß die Bandweite ausge­

wählt wird, die L(hn) minimiert. 

Um die Sensitivität der gewöhnlichen Cross-Validation gegenüber abhängigen 

Daten zu überprüfen, kann Block-Cross-Validation hinzugezogen werden. 

Statt nur die i-ten Beobachtungen in den Quantiisschätzungen auszulassen, 

bleiben ganze Datenblöcke {Yj,XjY^_bi,b = bx + b2 + l, unberücksichtigt. 

Diese Blöcke müßen so groß sein, daß die geschätzten Quantile an den Stel­

len Xi unabhängig von K" sind. In der Anwendung ist die Bestimmung der 

Blockgröße problematisch. Wieviele Beobachtungen sollen ausgelassen Wer­

den? 

Einen Eindruck über die Anwendungsmöglichkeiten der Kernschätzung soll 

der nächste Abschnitt geben. 

3 Schätzung bedingter Quantile in DAX-

Renditen 

Die entwickelte nichtparametrische Schätzprozedur zur Bestimmung beding­

ter Quantile wird auf tägliche DAX-Renditen1 angewendet. Es handelt sich 

um 1400 Beobachtungen im Zeitraum zwischen dem 2.1.86 und dem 13.8.91. 

Abbildung 1 enthält die Zeitreihe. Der Verlauf der Zeitreihe läßt das Vorhan­

densein von Heteroskedastie und die Existenz von Ausreißern vermuten. Um 

diese Eigenschaften identifizieren zu können, werden neben dem bedingten 

Median das bedingte untere Quartil (0,25-Quantil) und das bedingte obere 

Quartil (0,75-Quantil) geschätzt. Als Kernfunktion dient ein Bisquare-Kern 

der Form ||(1 — u 2)2H[_1>1](u). Der Bisquare-Kern ist stetig, differenzierbar 

und besitzt einen kompakten Träger. Hinweise auf die geeigneten Bandwei-

xDie Daten wurden von der Deutschen Finanzdatenbank-DFDB, Karlsruhe, zur Ver­

fügung gestellt. 
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Abbildung 1: Zeitreihe täglicher DAX-Renditen vom 2.1.86 bis zum 13.8.91 

(n=1400) 

o 

o 
o 

in o 
o 

o 
o 

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 

Zeit 

ten soll das in Abschnitt 2.3 beschriebene Verfahren geben. Um Randproble­

men bei der Berechnung von (24) zu entgehen, wird eine Gewichtsfunktion 

tü(t) = l{2oo<t<i2oo} eingeführt. D.h., die ersten 200 und die letzten 200 Beob­

achtungen werden in der Berechnung von L(h) nicht berücksichtigt. Gesucht 

ist die Bandweite, die 

L(h) = ~~ Qnlt(Xi)) 

-(1 - a)?W(.*v)<0}(w(l) 

minimiert. Die Sensitivität der gewonnenen Bandweite gegenüber Abhängig­

keiten in den Daten wird mittels der Block-Cross-Validation überprüft. Es 

werden symmetrische Blöcke der Größe 6=3 und b = 9 betrachtet. Die 

T 1 1 1 1 1 r 
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Funktionswerte von L(h) im relevanten Bereich zeigen die Abbildungen 2 

bis 4. Bemerkenswert ist, daß die Niveaus der optimalen Bandweiten für 

die verschiedenen Quantile sehr unterschiedlich sind. Das gilt insbesondere 

für die beiden Quartile. Weiterhin zeigt es sich, daß die Anwendung von 

Block-Cross-Validation zu keinen wesentlich veränderten Ergebnissen führt. 

D.h. der Einfluß von Abhängigkeiten ist gering. Am eindeutigsten sind die 

Ergebnisse für das 0,25-Quantil. Die gewöhnliche Cross-Validation gibt eine 

optimale Bandweite von 30 vor. Für 6 = 3 und 6 = 9 ändert sich die optimale 

Bandweite auf 35. Die weitere Analyse wird A*0 2 5) = 35 zur Schätzung der 

bedingten unteren Quartile verwenden. Für den bedingten Median resultiert 

bei 6 = 1 und 6 = 3 eine Bandweite von 100. Im Fall 6 = 9 erhöht sich die 

optimale Bandweite. Das Minimum der flach verlaufenden Kurve ist bei 130. 

Ausgewählt wird hJQ = 100. Das Verfahren läßt auch für das obere Quartil 

keine nennenswerte Einflüsse von Abhängigkeiten auf die Bandweitenwahl 

erkennen. Gewöhnliche Cross-Validation ergibt eine Bandweite von 125. Für 

6 = 3 ist das Minimum bei 120 und für b = 9 an der Stelle 115. Das 0,75-

Quantil wird mit h^0 75^ = 120 geschätzt. 

Abbildung 5 präsentiert die Ergebnisse der Kernschätzung bedingter Quan­

tile in DAX-Renditen. Wie schon die Bandweitenwahl andeutet, sind die 

bedingten Mediane und die bedingten 0,75-Quantile glatter als die bedingten 

0,25-Quantile. Änderungen in der bedingten Volatilität der DAX-Renditen 

werden daher insbesondere durch das Verhalten im unteren Bereich der be­

dingten Verteilung beeinflußt. Die Folge davon ist ein starker negativer Zu­

sammenhang zwischen bedingter Volatilität und bedinger Schiefe. Abbildung 

6 verdeutlicht diesen Zusammenhang. 

Erkennbar ist neben der negativen Abhängigkeit ein Cluster-EfFekt. Ei­

nen ähnlichen Zusammenhang zwischen bedingter Volatilität und beding­

ter Schiefe vermuten Campbell und Hentschel (1992). Sie modellieren U.S. 
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Abbildung 2: Block-Cross-Validation für das 0.25-Quantil 

Bandweite 

Abbildung 3: Block-Cross-Validation für das 0.50-Quantil 

50 100 150 200 

Bandweite 
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Abbildung 4: Block-Cross-Validation für das 0.75-Quantil 

50 100 150 200 

Bandweite 

Aktienmarktdaten über QGARCH-Ansätze (quadratic GARCH), einer Va­

riante der GARCH-Modelle. Die Residuen dieser Anpassungen werden dann 

hinsichtlich der bedingten Schiefe untersucht. Einen Erklärungsbeitrag zum 

Verhalten der bedingten Schiefe kann der "volatility feedback"-Effekt lei­

sten. Dieser Effekt impliziert, daß die Renditen heute abhängig sind von 

den zukünftig erwarteten Volatilitäten. Ein Beispiel zeigt die Wirkungsweise 

dieser Rückkoppelungen: Treffen auf dem Markt negative Informationen ein, 

fällt der Kurs und die Volatilität steigt. Die erhöhte Volatilität läßt sich für 

die Zukunft eine starke Volatilität erwarten. Der aktuelle Kurs wird daher 

weiter fallen. Die Wirkung der negativen Information wird verstärkt. Hohe 

negative Renditen sind häufiger als hohe positive Renditen und es resultiert 

eine linksschiefe bedingte Verteilung. 
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Abbildung 5: Geschätzte bedingte Quantile für tägliche DAX-Renditen 

T i i i i i i r 
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Abbildung 6: Geschätzte Schiefe versus geschätzte Streuung täglicher DAX-

Renditen 
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Streuung 
Streuung = (0.75-Q - 0.25-Q.), Schiefe = (0.75-Q. - 0.50-Q.)-(0.50-Q. - 0.25-Q.) 
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4 Schlußbetrachtung 

In diesem Aufstz wird ein Kernschätzer für bedingte Quantile vorgestellt. 

Dieser Kernschätzer erweist sich für stark mischende Beobachtungen als 

streng konsistent. Für Kernschätzungen von großer Bedeutung ist die Band­

weitenwahl. Vorgeschlagen wird die Ermittlung der Bandweite über Cross-

Validation. Neben der Robustheit von Quantiisschätzungen erweist sich in 

der Anwendung auf DAX-Renditen die durch Quantile ermöglichte Analy­

se von Asymmetrien in den Verteilungen als wichtige Eigenschaft. Allein 

mit der Schätzung bedingter Varianzen werden Asymmetrien nicht sicht­

bar. Für die DAX-Renditen resultiert ein stark negativer Zusammenhang 

zwischen bedingter Volatilität und bedingter Schiefe. Ein Phänomen, das 

teilweise durch den "volatility feedb ack" - Effekt erklärt werden kann. Zu ei­

ner erschöpfenden Erklärung des negativen Zusammenhanges reicht dieser 

Effekt vermutlich nicht aus. 
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