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Resumen

En el problema de estimacién de proporciones en el muestreo aleatorio simple, se emplea el
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1. INTRODUCCION

En el célculo del tamafio de muestra se usa con frecuencia la férmula asociada al muestreo
aleatorio simple, mas, vy, posteriormente, ésta se ajusta por el efecto del disefio, efd,
propuesto por Kish (1965). El efecto del disefio se define como el cociente de la varianza de
un estimador, bajo un disefio muestral diferente del muestreo aleatorio simple, y la varianza
de dicho estimador bajo muestreo aleatorio simple. El calculo del efecto del disefio requiere
del conocimiento de dos varianzas, es decir, de dos cantidades poblacionales. Por otra parte,
el efecto del disefio también se emplea como referencia para evaluar la pérdida o ganancia

en eficiencia del estimador de un disefio muestral diferente al muestreo aleatorio simple.

En el caso del calculo del tamafio de muestra para la estimacion de proporciones y cuando
no se cuenta con informacion de la caracteristica de interés, puede emplearse el valor
méaximo de la varianza para el estimador de proporciones bajo mas, el cual se alcanza

cuando la proporcién poblacional adquiere el valor de 0.5, Cochran (1986). Después se
aplica un ajuste usando el efecto del disefio, n=n,efd(p). En esta expresion
Moo =N'pG/(d* +pg /(N—-1)), en la que N'=N/(N-1) y d*=e*/t*, donde N es el
numero de elementos de la poblacidn de interés, e se refiere al error de estimacion absoluto,

t el valor asentado en tablas de la distribucién normal estandar para una confianza prefijada,

g=1—p y p es una estimacion anticipada de py, la cual es el valor poblacional que se desea

estimar. Esto conduce al tamafio de muestra mas grande para una poblacion, error de

estimacion absoluto y nivel de confianza dados.



El tamafio maximo de muestra para la estimacion de una proporcion en el mas se alcanza

por la forma concava de la varianza poblacional de la proporcion. La formula de dicha
. ~_ Npyqy n , . .
varianzaes V(p)=—"""(1- N)’ donde N’, puy qu son como en el parrafo anterior. Esta
n

expresion adquiere el valor maximo cuando p, =1/ 2, con n fijo. Al graficar los valores de

pu qu se observa que el valor maximo se tiene con p, =1/2.

Gréfica 1
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De la gréafica se aprecia que los valores de la varianza son similares en el rango 0.4 a 0.6,
por lo cual, en la determinacion del tamafio de muestra para mas, conviene calcular el
tamafio de muestra para diversos valores en dicho rango, cuando no se tenga informacion
de la variable de interés o se conjeture que la proporcion poblacional por estimar se

encuentra alrededor de los valores mencionados.



Esta propiedad de la varianza para la estimacion de proporciones usando mas motivo la
busqueda de resultados de este tipo para el muestreo por conglomerados en dos etapas con
tamarios iguales, mc2e, y se encontrd que se han propuesto algunas cotas para los disefios
con eleccion de elementos o conglomerados de primera etapa con probabilidad
proporcional al tamafio y con reemplazo, Scott & Smith (1975) y Chaudhuri & Stenger
(2005). Estos esquemas han sido estudiados en la literatura; empero, no proporcionan en
general resultados que puedan ser empleados con relativa facilidad en la préctica para la
etapa de planeacion de una encuesta, ya que se basan en el uso de cantidades que no se
pueden determinar facilmente. Como un ejemplo de esto, en el articulo de Scott & Smith
(1975) se menciona que el nimero de conglomerados sea grande o que éstos no varien
mucho en tamafio. Ademas, se refieren a un disefio distinto al mc2e. Con base en la revisién

efectuada de la literatura, no se encontraron resultados similares de cotas para el mc2e.

Por lo anterior, en este articulo se desarrollan cotas para la varianza de la estimacion de
proporciones en el muestreo por conglomerados en dos etapas con tamafios iguales y
empleando muestreo aleatorio simple en ambas etapas. Una consecuencia de contar con
cotas para dicha varianza es que resulta inmediato obtener cotas para el efecto del disefio de
dicho esquema muestral, asi como para el coeficiente de variacion de la proporcion
estimada. Por otra parte, las férmulas son sencillas de calcular y Unicamente se requieren
los elementos de informacidn con los que normalmente se cuenta en la préactica en la etapa
de disefio muestral. Las cotas se obtienen al expresar la varianza del estimador de
proporciones en el mc2e de una manera tal que se aislan los valores de las proporciones

dentro y entre conglomerados de las cantidades relativas al nimero de conglomerados y



elementos dentro de conglomerados en poblacion y muestra. Esta expresion también
permite calcular facilmente los valores de la varianza del estimador de proporciones en el
mc2e con diferentes de tamafos de muestra. Se hicieron dos hallazgos importantes, los
cuales se mostraran en los ejemplos, uno de ellos se refiere a la relacion entre la varianza y
el coeficiente de correlacion intraclase. Se encontraron casos en los que la varianza del
estimador de proporciones permanece sin cambio o0 decrece conforme el coeficiente de
correlacion intraclase aumenta. El otro se refiere a los valores que toma el coeficiente de
correlacion intraclase, se muestran casos en los que dicha cantidad no siempre alcanza los

valores minimo y maximo.

El articulo se encuentra organizado de la siguiente manera. En la seccion 2 se proporciona
un breve panorama del muestreo probabilistico, definiciones, notacion y la expresion de
varianza para el muestreo por conglomerados en dos etapas, también conocido como
bietdpico. Algunos aspectos de la correlacion intraclase y la varianza se encuentran en la
seccion 3. Las cotas para la varianza, efecto del disefio y coeficiente de variacion, junto con
varios ejemplos, asi como una aplicacion de dichas cotas en el calculo del tamafio de

muestra para el muestreo por conglomerados se ilustra en la seccion 4.

Es importante hacer notar que los desarrollos que se presentan se refieren a la etapa de
planeacion en un disefio muestral, en particular, al momento de determinar el tamafio de

muestra y no se aborda el tema de la estimacion.



2. DEFINICIONES Y NOTACION

En este trabajo se emplea el enfoque del denominado muestreo basado en el disefio para
poblaciones finitas, que es otra forma en la que se denomina al muestreo probabilistico.

Para una exposicion detallada véase Sarndal et al. (1992).
2.1 Algunos puntos generales acerca del muestreo probabilistico.

En el muestreo probabilistico, el problema basico consiste en estimar una variable de
interés de una poblacién finita, como podria ser estimar el gasto medio en alimentos por
hogar en una ciudad. Si se tuviesen recursos suficientes para levantar un censo de todos los
hogares de la ciudad en cuestion, se podria calcular dicho gasto y no habria necesidad de
recurrir al muestreo. En este ejemplo, el gasto es lo que se conoce como una cantidad
poblacional. En muchas situaciones no es factible levantar un censo, entonces se recurre a
la extraccion de una muestra para estimar la cantidad poblacional. La forma de seleccionar
la muestra se conoce como disefio muestral y entre los principales disefios se encuentran los
siguientes: el muestreo aleatorio simple, el muestreo aleatorio estratificado, el muestreo por
conglomerados, el muestreo sistematico, el muestreo con probabilidades proporcionales a
alguna medida de tamafio, entre otros. Para mas detalle de estos y otros disefios muestrales
usados en la préactica, véase Sarndal et al. (1992). Por otra parte, para cada disefio muestral
se tiene una expresién matematica particular del estimador de la cantidad poblacional de
interés, por ejemplo, en el caso del muestreo aleatorio simple se emplea el promedio
aritmético muestral como un estimador del correspondiente promedio poblacional y, como

se esta empleando un estimador, se construye una férmula para la varianza de dicho



estimador. La varianza de un estimador es una cantidad poblacional, es decir, depende de
cantidades que pueden calcularse al medir todos los elementos de la poblacion de interés y
es la que se emplea en la obtencion de formulas para el célculo del tamafio de muestra. Por
otro lado, al trabajar con datos provenientes de una muestra, para cada disefio muestral, se
construye un estimador de la varianza y es el que se emplea para evaluar la precision del

estimador.

Sin pretender abarcar toda la gama de posibilidades que comprende el disefio, ejecucion y

andlisis de una encuesta, a continuacion se mencionan las principales etapas en la

realizacion de una encuesta o un plan de muestreo, véase Cochran (1986).

a) Definicidn de los objetivos de la encuesta o investigacion

b) Definicion de la poblacién objetivo y poblacion por muestrear

c) Grado de precision deseado para las variables de interés por estimar

d) Método de medicion o método para obtener los datos de la encuesta

e) Marco(s) muestral(es)

f) Disefio muestral con el que se seleccionara la muestra

g) Levantamiento de la informacion

h) Resumen y anélisis de los datos obtenidos



En este articulo nos enfocamos en el inciso f que se refiere al disefio muestral. En el disefio
muestral se incluye la construccion del estimador puntual de la caracteristica poblacional de
interés, la varianza de dicho estimador y el estimador de varianza. La varianza del

estimador es la que se emplea para el célculo del tamafio de muestra.

Como se menciond al principio de esta seccion, hay varios disefios que se pueden emplear
para extraer una muestra de una poblacién. La decisién del tipo de disefio por emplear esta
sujeta a diversos factores como: caracteristicas de la poblacion por muestrear,
disponibilidad de marcos muestrales de la poblacion de interés, informacion auxiliar
disponible durante la etapa de disefio, costo de extraccion de la muestra y medicion, tiempo
disponible para realizar la encuesta, entre otros. Por ejemplo, si se desea extraer una
muestra de personas en una ciudad como el Distrito Federal con el fin de estimar alguna
caracteristica de la poblacion finita como el gasto o ahorro mensual por persona mayor de
18 afios, no es posible emplear un muestreo aleatorio simple, ya que no se cuenta con un
marco muestral de todas las personas mayores de 18 afos, que vivan en el Distrito Federal
en el lapso en el que se levantard la encuesta. Pero si se cuenta con mapas de manzanas 0
colonias con nimero de personas que se haya elaborado previo al levantamiento de la
encuesta, como los mapas de areas geoestadisticas basicas, AGEB, que elabora el INEGI,
es posible emplear un muestreo por conglomerados en varias etapas con tamafos
desiguales, iguales o proporcionales a alguna medida de tamafio, vease (INEGI). Las etapas

de seleccion podrian incluir AGEB, manzanas, viviendas y personas.



2.2 Notacion, poblacion y muestreo por conglomerados en 2 etapas.

Sea U una poblacién finita de N elementos etiquetados como £=1,...,N, 1<N. Es usual

representar a la poblacion finita por sus etiquetas k como U={1,2, ...,k, ...,N}.

Los conglomerados se denotan como UPM, unidades primarias de muestreo y a los
elementos dentro de conglomerados como USM, unidades secundarias de muestreo. Ay B
representaran al numero de UPM en la poblacién y al namero de USM dentro de cada UPM
respectivamente; en tanto que a y b representaran las respectivas cantidades muestrales. Se
supone que A, B, a y b son mayores que uno y a<A y b<B. EI total de elementos en
poblacién y muestra se denotan como N=AB y n=ab, respectivamente. La variable bajo

estudio es dicotdmica y se representa cony;, en donde i se refiere a la UPM y j a la USM.

Dicha variable adquiere el valor de 1 si el j-ésimo elemento de la i-ésima UPM posee la

caracteristica de interés y 0 en otro caso. Se trabaja con las proporciones de la i-ésima

UPM, y, =p, :Z;pﬁ /By la proporcion poblacional y, =p, :z;p, /A. La varianza

entre medias de unidades primarias se denota como s =Y " (7, -y, ) /(A—l), en tanto

que la varianza entre elementos dentro de unidades primarias se expresa como
5= 2y —v. ) (AB-D).

Se utiliza la notacion (mas,mas) para indicar que tanto las UPM, como las USM en muestra,
fueron seleccionadas por muestreo aleatorio simple sin reemplazo de una poblacion

conglomerada en la que todas las UPM tienen el mismo nimero de elementos.



2.3 Expresion para la varianza del estimador de proporciones.

La varianza del estimador de la media poblacional en el muestreo por conglomerados en

dos etapas con tamarios iguales usando mas en ambas etapas, es, véase Cochran (1986):

V(A)z(l_ ajsfu +(1_ b]sgu :(1_aj 1Y, —yu){l_ b) 1 2L f

B)ab Ala A-1 B )ab B-1

Bajo (mas,mas) un estimador insesgado de la proporcion poblacional es

p= Z;z;y,j /(ab) y la varianza V(§) en términos de la notacion en proporciones es:

V(p)=a(D p2—-Ap2)+ B pi(1-p,) &)
donde, o = 1-3/A yﬂzw.
a(A-1) abA(B 1)

La varianza V (p) en (1) puede escribirse como V(p)=caV, + SV,, en la que

Vi=>" pP-Aol y Vo= p(l-p). )

Estas formulas resultardn utiles en la determinacion de las cotas motivo del presente
articulo. La expresion para la varianza de un estimador del promedio poblacional en el
MC2E, V(ﬁ), se encuentra en una gran cantidad de libros de texto y seguramente ha sido
bastante usada en la préactica; empero, al menos para la estimacion de proporciones y con

base en la literatura conocida por el autor, no se habia expresado como en (1). La férmula



(1) es la que permite aislar en la varianza del estimador los efectos de las proporciones de

las UPM y USM de los tamarios de poblaciéon y muestra.

Antes de continuar, es necesario mencionar que en el evento de que todas las proporciones
de las UPM sean cero o todas sean uno se tiene que Z?:lp,.(l—p, )=0y z;pf —Ap; =0,
respectivamente, por lo cual, tanto V, como V, definidas en (1), toman el valor cero y sera

un caso que se excluiré del presente trabajo.

Por otra parte, es importante mencionar que todas las demostraciones se encuentran en el

anexo.

2.4 Representacion tabular de los valores para poblaciones

conglomeradas.

Una forma conveniente de visualizar los datos y;=1 de una poblacion conglomerada en

UPM como la que nos ocupa es la siguiente:

Tabla 1
Representacion de valores y;j=1 para poblaciones conglomeradas
UPM
UsM 1 2 3 i A-l A
1 1 1 1 1 1 0
2 1 1 0 1 1 0
3 1 1 0 0 1 0
: 1 1 0 0 1 0
i 1 1 0 0 0 0
: 1 1 0 0 0 0
B-1 1 1 0 0 0 0
B 1 1 0 0 0 0
Pi Py P2 Ps Pi Pa-1 Pa

10



En este caso, las columnas etiquetadas 1 a A representan a los conglomerados o UPM, en
tanto que los renglones 1 a B se refieren a los elementos dentro de UPM, es decir, a las
USM. En la parte inferior de cada columna que representa una UPM se encuentra p;, el
promedio de los y;; por UPM. Es claro que si todos los y;; dentro de una UPM son igual a
uno, entonces pi=1 y si todos los los y; dentro de una UPM son cero, pi=0. Este tipo de
configuraciones es importante para las cotas, por lo cual se muestra una representacion de

este tipo de poblaciones conglomeradas en la siguiente tabla.

Tabla2
Configuracion cpmdx de valores y;;=1, valor maximo de correlacion intraclase
UPM
UsM 1 2 3 i A-l A
1 1 1 0 0 0 0
2 1 1 0 0 0 0
3 1 1 0 0 0 0
: 1 1 0 0 0 0
i 1 1 0 0 0 0
: 1 1 0 0 0 0
B-1 1 1 0 0 0 0
B 1 1 0 0 0 0
Pi Py P2 Ps Pi Pa-1 Pa

En la tabla 2 se tiene una representacion de valores y;;=1 en la que todos los valores dentro
de algunas UPM son uno, en este caso el 1 y el 2, y el resto toman el valor de 0. A este tipo
de configuracion de valores y;;=1 se le denominara cpmax. Esta notacion se refiere a que se
alcanza el valor maximo del coeficiente de correlacion intraclase, vease seccion 2.4 y 3.1
del articulo, para la poblacion de interés. Obsérvese que en este tipo de configuraciones el

valor de V, es cero.

Hay otra configuracion de valores y;=1 que también sera de utilidad para el analisis de las

cotas y se representa en la tabla que se muestra a continuacion.

11



Tabla 3
Configuracion cpmin de valores y;;=1, valor minimo de correlacion intraclase

UPM

USM 1 2 3 i A-1l A
1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 1 1 1 1
3 1 1 1 1 1 1

. 0 0 0 0 0 0

j 0 0 0 0 0 0

. 0 0 0 0 0 0
B-1 0 0 0 0 0 0
B 0 0 0 0 0 0
Pi Py P2 Ps Pi Pa-1 Pa

En la representacion de la tabla 3 se tiene el mismo nimero de valores y;=1 en todas las
UPM, por lo cual pi=p, para todas las UPM. A este tipo de configuracion de valores y;=1
se le denominard cpmin. Esta notacion se refiere a que en este tipo de poblaciones se
alcanza el valor minimo del coeficiente de correlacion intraclase, véase seccion 2.4 y 3.1

del articulo. Por otra parte, en este tipo de configuraciones el valor de V; es cero.

Notese que no siempre es posible encontrar una configuracion cpmdx ylo cpmin para
cualquier poblacion conglomerada en dos etapas con A, B y p, dados. Una vez decididos los

tamafios A y B para una poblacion, el valor de p, nos indica el niamero de valores y;=1 en la

poblacidn, siempre que Z;Zilyﬁ = ABp, sea un entero. Un ejemplo de una poblacion en

la que no se alcanza una configuracion cpmdx se encuentra en la siguiente tabla.

12



Tabla 4.
Representacion en la que no se tiene una configuracion cpmadx.
UPM
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2.5 Expresion para el coeficiente de correlacion intraclase.

El coeficiente de correlacion intraclase para una poblacion conglomerada en UPM y USM

con tamafios iguales, Cochran (1986), se define como:

. 22?:127;1121,-()/5 _YU )(yik _.VU)
P (B—1)(AB-1)s?

©)

En esta formula, y,se refiere al promedio poblacional y s; a la varianza poblacional entre

elementos, con s; > 0.

Es importante hacer notar que p es una cantidad poblacional y refleja la correlacion entre

pares de unidades que se encuentran dentro del mismo conglomerado.

13



3. ALGUNOS ASPECTOS DE LA CORRELACION

INTRACLASE

3.1 Expresion para el coeficiente de correlacion intraclase.

Debido a que el coeficiente de correlacion intraclase se empleara en diversos ejemplos, es
necesario contar con una férmula que facilite su calculo. Como la formula (3) es
computacionalmente intensiva para calcular p, ya que es necesario evaluar el producto del
numerador sobre todos los posibles pares dentro de cada UPM, de las expresiones en (2) y
la formula para el coeficiente de correlacion intraclase del capitulo 5.6B de Kish (1965), en
términos de la varianza entre y dentro de las UPM, se obtiene una expresién sencilla del

coeficiente de correlacion intraclase p en términos de V, y V, definidas en (1), lo cual se

muestra a continuacion:

P : @

w+%TXB—n&+%]

En esta formula se requiere que la poblacién conglomerada sea tal que A,B>2 y los
valores y;; son tales que Z;Zleyy /(AB):pU €(01). Ademas, con la expresion (4) es

inmediato determinar las configuraciones de los valores y;=1 en una poblacion que
conducen a los valores minimo y maximo de dicho coeficiente. Asi, los valores minimo,
-1/(B-1), y maximo, 1, de p se obtienen con V,=0 y V, =0, respectivamente. La
restriccion A>2 se debe a que si A=1, V, =0 por construccion y p:—l/(B— ) Por otra

parte, cabe hacer notar que los valores minimo y maximo del coeficiente de correlacion
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intraclase no se alcanzan para cualquier poblacién, ya que esto depende del nimero de
valores y;=1 en la poblacion, la forma en que se encuentran distribuidos en los
conglomerados, asi como de los valores A y B. Esto se aprecia con mas claridad en el
ejemplo 3 de la siguiente seccidn. El hecho de que el coeficiente de correlacion intraclase
no alcance los valores minimo y maximo en todos los casos es algo que no se ha

encontrado en la literatura a conocimiento del autor.

3.2 Ejemplos del coeficiente de correlacion intraclase.

En los dos ejemplos siguientes se muestran sendas representaciones de los valores y;=1 de

la poblacidn que conducen a los valores maximo y minimo en una poblacion.

Ejemplo 1: Valor méximo del coeficiente de correlacion intraclase. Considérese una
poblacion con A=8 UPM, B=8 USM y py=3/8=0.375, y con los siguientes tamafios de
muestra de UPM y USM, a=2, b=3. Con estos valores se tiene que a=0.0536'y =0.0149,
a 'y f fueron definidos en (1). En este ejemplo se tiene una poblacion con 64 elementos en 8

conglomerados o UPM, con 8 elementos o USM, por conglomerado.

Tabla 5.
Una configuracion de los valores y;;=1 con la que se alcanza la p méxima.
UPM
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En la tabla 5, p; se refiere a la proporcion poblacional para la i-ésima UPM y, como todos

los valores dentro de cada UPM son iguales, se tiene que V,=0, por lo cual,
V(p)=aV=0.1004 y p=1. Por otra parte, la configuracion de valores y;; en la tabla 5 es

del tipo cpmdx, ya que se alcanzé el valor maximo de la correlacion intraclase para esta

poblacion y proporcién poblacional.

Observacién 1: notese que las condiciones de este ejemplo corresponden a un arreglo de los
valores y;;=1 en la poblacion tales que el coeficiente de correlacion intraclase toma el valor
de 1, por lo que se tiene perfecta homogeneidad dentro de conglomerados con respecto a la
media o proporcién poblacional py. La perfecta homogeneidad se refiere a que todos los
valores dentro de cada conglomerado en la poblacion, son mayores que py 0 todos son

menores que pu.

Ejemplo 2: Valor minimo del coeficiente de correlacion intraclase. Considérese la misma
poblacion del ejemplo 1, solo que las y;=1 se distribuyeron en las 8 UPM . Los valores de
la poblacion son los mismos que los del ejemplo 2: A=8 UPM, B=8 USM y py=3/8=0.37;
en tanto que el nimero de UPM y USM en muestra son a=2, b=3, con el supuesto de
seleccion de a=2 UPM y b=3 elementos o USM por mas. Por lo anterior, los valores de a y

S son los mismos que en el ejemplo 1.
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Tabla 6.
Una configuracion de los valores y;;=1 con los que se alcanza la p minima.
UPM
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En este caso, V,(p)=0, ya que todas las p; son iguales a 0.375, V(p)=pV,(p)=0.0279 y
p=-1/(8-1)=-0.1429. La configuracion de valores y;; en la tabla 6 es del tipo cpmin, ya

que se alcanzo el valor minimo de la correlacion intraclase para esta poblacion y proporcion

poblacional.

Observacién 2: las condiciones de este ejemplo se refieren a un arreglo de los valores
yii=1 en la poblacion tales que el coeficiente de correlacion intraclase toma el valor
minimo, -1/(B-1), es decir, se tiene perfecta heterogeneidad dentro de conglomerados con
respecto a la media o proporcion poblacional py. La perfecta heterogeneidad se refiere a

que dentro de cada conglomerado en la poblacién, hay valores mayores que py y menores

que Pu.

Observacion 3: Es importante mencionar que no siempre se alcanzan los valores minimo y
méaximo de la correlacion intraclase, lo cual es algo que a conocimiento del autor no se

menciona en la literatura del tema. A continuacion se muestra un ejemplo de esto.
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Ejemplo 3: Arreglo de valores y;=1 en poblacion para los que no se alcanza el valor
maximo del coeficiente de correlacion intraclase. Considérese una poblacion con A=8
UPM, B=8 USM, con los tamafios de muestra como los del ejemplo 1, a=2, b=3, solo que

ahora sea py=20/64=0.313. Los valores de a y 8 son los mismos que en el ejemplo 1.

Tabla 7.
Una configuracion de los valores y;;=1 con los que no se alcanza la p méxima.
UPM

[
7]
<

OO OO RFRPFPPFP PFPIW

B Y

0 ~NOoOUA WN R
e e e
coclooco oo oo oo~
colooc oo oo o o|luo
coloocoocoooooo|lo
oOloo oo oo o ol
oOloo oo oo o o|

o
o
o

En este ejemplo, V(p)=aV,(6)+BV,(p)=0.0787+0.0037=0.0824 y ,=0.8338.

Obsérvese que en esta poblacion p no alcanza el valor méximo de 1; por lo cual, no es una
configuracion de valores cpmdx. De hecho el valor maximo de p en este caso es de 0.8338.
Se puede verificar que el valor minimo posible de p para esta poblacion es de -0.1221, por

lo cual tampoco es una configuracion de valores cpmin.

3.3 Valores de la varianza en el caso de correlacion intraclase minima y

maxima.

A continuacion se muestran dos resultados del muestreo por conglomerados en dos etapas
para la varianza de proporciones en los que se aprecia el efecto en la varianza y en el

coeficiente de correlacion intraclase cuando algunas de las proporciones de las UPM son 0
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y el resto toman el valor de 1, condicion 1, C1, o cuando todas las proporciones de las UPM

son iguales a alguna proporcion p=c, con 0<c<l, condicion 2, C2. Estos valores se

emplean en la seccion 4.

Condicion 1, C1. Las condiciones en las que se tiene un arreglo cpmdx para una poblacion
conglomerada, véase seccion 3.2, son las siguientes: bajo (mas,mas), si pi=0 0 1

vie{l...,A} 'y  existen i e |, i#, tales que pi#p;,  entonces
V(p)=a\/l=aApU(1—pU)=anP"‘aX y p=1. La varianza que se obtiene con un arreglo

Cpmdx se denota como V™,
Ejemplo4: A=5, p,=p,=p,=p, =0, ps=Lp, =15y V(p)=c4/5.
Si a=3, entonces se tiene que «=0.033y V(p)=0.0267.

Condicion 2, C2. Las condiciones en las que se tiene un arreglo cpmin para una poblacion

conglomerada, véase seccién 3.2, son: bajo (mas,mas), si pi=puy con 0<py<l,
Vie{l,...,A}, entonces: V(p)=pY,=pLAp,(1-p,)=pV""™"y p=-1(B-1). La

varianza que se obtiene con un arreglo cpmin se denota como V*™".

Ejemplo 5: A=5 ysi p,=15,Vie{l,---5}, a=3 y £=0.0667, entonces se tiene que

V(p)=pV, = B4/5=0.0533.

En C1y C2 se aprecia que tanto V,*™* como V*™ son iguales a Ap,(1—p,). No se hace

uso de un solo simbolo para esta ultima expresion, ya que es importante hacer énfasis en

que la varianza del estimador de la proporcion proviene de un arreglo de valores y;=1 en la
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poblacion que es cpmdx 0 cpomin. Ademas, en el resultado que se enuncia en la siguiente
seccion, se observa que el nimero de UPM y USM en muestra juegan un papel importante

en la determinacion de las cotas.

4. COTAS PARA LA VARIANZA

En esta seccion se establece el resultado principal de este articulo, el cual es un teorema
para las cotas de la varianza del estimador de proporciones para las posibles

configuraciones de valores y;=1 en una poblacion conglomerada con p, dada.

Antes de enunciar el teorema es necesario introducir un par de representaciones de los
valores y;;=1, asi como algunas expresiones para varianzas y sumas de cuadrados, que

serviran para comprender mejor la notacién usada en el resultado.

4.1 Representaciones y expresiones necesarias para las cotas.

Caso en el que no se alcanza la correlacion intraclase minima posible en una poblacién.
En analogia con las poblaciones empleadas en la seccion anterior en las que se tenia un
arreglo de los valores y;=1 tales que la correlacion intraclase era minima -1/(B-1),

considérese la siguiente representacion de valores y;=1.
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Tabla 8.
Una configuracion de los valores y;;=1 con los que no se alcanza la p minima

UPM
USM 1 2 3 i A-1 A
1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 1 1 1 1
3 1 1 0 0 0 0
. 0 0 0 0 0 0
j 0 0 0 0 0 0
. 0 0 0 0 0 0
B-1 0 0 0 0 0 0
B 0 0 0 0 0 0
Pi P1 P2 Ps Pi Pa-1 Pa

En esta tabla no se alcanza el valor minimo de la correlacion intraclase -1/(B-1), ya que

V,>0. Por otra parte, obsérvese que A, =2 UPM tienen el mismo valor para las
proporciones p1 y p2, digamos p,,, en tanto que las A, = A— 2 proporciones restantes ps a pa
tienen un valor igual entre si, digamos p,,, pero distinto a p,, con A, +A, =AY p,>p,.
Si etiquetamos a p; y p2 cOMO p,,, Y P, ,, Y hacemos lo mismo para las proporciones ps a

Pa, pero con p,,, el promedio poblacional py puede expresarse como,

A pIZ,i

I1=A1q AIZ

A A i i
Pu="gPut “p, con Py =3 Py =Y ©)

= All

y la suma de cuadrados de las proporciones para cada UPM se puede descomponer de la

siguiente manera:

A A/l A/Z
Z,-le% = Z,:lplzl,i + Z plzz,i = Apis + APl (6)

i=Ap

Con esto, podemos formar varianzas del tipo Vi, como se definié en (2), al descomponer la

suma de cuadrados de las proporciones asociadas a las UPM de la siguiente manera.

21



A " A
zi:lpiz APl — APl = (Z, lplzll Ilp121)+ (Zi=All+1p’22” - A/zplzz): Vi +V, (7

Una vez que se cuenta con estos elementos a la mano, expresamos a la varianza dada en (1)
para una configuracion de valores y;=1 del tipo de la tabla 8. Esto es importante para la
demostracion del teorema que se encuentra mas adelante. Supdngase que

A, >0,A,>20y A, +A,=A, los componentes de (1) pueden expresarse como sigue:

B Z,i P (l Y ) = BA.Py (1_ pll) + AP, (1 - p/z) = BAL, — ﬁAllplzl + AP, — ﬂAIZIDIZZ (8)

Usando la igualdad (6) para «V, se tiene que:

“(Z, 1pl ApU) Allpll +A,2,O,2) AR} 9)

Por lo cual, usando (8) y (9), la varianza (1), V(ﬁ):a(zlilpf—Apj)+ﬂ2f;lp,-(1—P,-),

puede expresarse cOmo:
V(P) = alAupl + Aubls )~ AR — AT — BBl + BAP + AP, (10)
Sustituyendo (5) en (10) y sumando y restando SAp; en (10), la varianza queda como,
V(p)= BAp, (1~ py)+ (e = BNAP] + Ay — ARS) (12)

En esta formula, si « = g ylosi A, =0, entonces A, =A 'y p, =p,, por lo que el segundo

término del lado derecho de (11) es igual a cero y la varianza toma la forma de C2:

V(p)=pAn,L-py) (12)
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Caso en el que no se alcanza la correlacion intraclase maxima de una poblacion. En
analogia con las poblaciones empleadas en la seccion anterior en las que se tenia un arreglo
de los valores y;;=1 tales que la correlacion intraclase era maxima, es decir, con un valor de

1, considérese la siguiente representacion de valores y;=1:

Tabla 9.
Una configuracion de los valores y;;=1 con los que no se alcanza la p maxima
UPM
UsM 1 2 3 i A-l A
1 1 1 1 0 0 0
2 1 1 1 0 0 0
3 1 1 1 0 0 0
: 1 1 0 0 0 0
i 1 1 0 0 0 0
: 1 1 0 0 0 0
B-1 1 1 0 0 0 0
B 1 1 0 0 0 0
Pi Py P2 Ps pi Pa-1 Pa

En este caso, supdngase que A>2 y sean Ay, aquellas UPM cuyas p,=1; A;, =1 una
UPM con p,=p,, p, €(01), Ay la(s) UPM con p,=0 y Ay +As, +A,=A. Para ser
congruente con la restriccion mencionada antes de iniciar la seccién 2.3, es decir,

A . -y .
zi:lp,.z —Ap’ >0, en la tabla que se muestra a continuacion se encuentran las posibles

combinaciones de casos admisibles para los valores de Ag,As, Y Ags -
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Tabla 10.
Combinacion de valores admisibles para Ay, A, Y As; -

Clgumrgfrzgc?gn Ass As, As; | Admisible
1 =0 =0 =0 No
2 =0 =0 >0 No
3 =0 =1 =0 No
4 =0 =1 >0 Si
> >0 =0 =0 No
6 >0 =0 >0 Si
7 >0 =1 =0 i
8 >0 =1 >0 i

La combinacion nimero 6 corresponde a las configuraciones de valores y;;=1 en las que el

coeficiente de correlacion intraclase toma el valor 1y se tiene cuando Ay, =0, por lo que
Ag+As, =A, con A, efl2,---,A—1}. Por otra parte, la combinacién nimero 8 corresponde

a la de la tabla 9. El que una combinacion sea no admisible se refiere a arreglos de valores
yij en la poblacion para los cuales no aplican las cotas del teorema, no a configuraciones que
no se encuentren en la practica. A continuacién se construye la expresion para la varianza
(1) en términos de las configuraciones admisibles de la tabla 10, por lo cual escribimos los

componentes de (1) como sigue:
ﬁz,ilpi (1_ p; ) = ,3,032(1— Psz) = s, — 303, (13)

oS! 0~ vt )= alAs + p2, — Ad) (14)
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Antes de continuar, es importante notar que Ap, = Z;p, = ijp, +Ps, = A, + Ps, » POr lo

que A, = Ap, —ps, Y sustituyendo este término en (14) se tiene que:
a(z;piz —Ap; ): a(Apu —Ps, +Pa; — ApL21>= aApy (1_ Py ) — s, (1_ psz) (15)

La varianza (1), V(p):a(z;pf—Ap5)+[;’zlilp,-(1—P,-), adquiere la siguiente forma,
usando (13) y (15):

V(A):aApu(l_pu)_(a_ﬁ)psz(l_psz) (16)

En esta formula, si « = g y/0 si Ay, =0, entonces el segundo término del lado derecho de

(16) es igual a cero y la varianza toma la forma de C1.:
V(A): aApu(l_pu) 17)

En la formula (16), el nimero de combinacién 4 de la tabla 15, corresponde a una

poblacion en la que solo una de las UPM tiene una p, e(O,l) y A, =0, por lo que la

varianza en (16) adquiere la siguiente forma:
. 1
V(p) = 0‘[1_ Ajpéz — BPs; (1_ psz) (18)

Antes de continuar, recordemos que tanto V™ como V™" son iguales a Ap,(1—p,).
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4.2 Cotas para la varianza, coeficiente de variacion y efecto del disefio.

Teorema: bajo (mas,mas), a, £, V, y V, definidas en (1) y (2), a y p fijos,A,B>2 vy para
cualquier — permutacion de los valores y; de la poblacion tal que
Zf:lzj:y,j/(AB):p;e(O,l), con p, fijo, el valor de V(p) satisface alguna de las

siguientes desigualdades:

(&) si 0>, BV +(cr- BNAWPE + Al = ABS )< V(D) < VP ™ (- By (L P52,
(b) si a<p, V™ —(a- B)ps,(L—ps, ) <V(B)< BVE™ + (e - BYALPE + Al — AR |
(©) sia=p=17, V(p)=Ap, 1-py).

Demostracion: véase el Anexo 2.

Corolario 1: bajo las condiciones del teorema, A=B y para cualquier poblacion

conglomerada que admita las configuraciones cpmin y cpméx y cualquier permutacion de
los valores y; de la poblacién tal que ZLZ,”LM /(AB)=p, €(0,1), con p; fijo, el valor de

V (p) satisface alguna de las siguientes desigualdades:
@) si a>p, BVL™ <V(p)<aVrm™,
(b) si a<f, VP <V(p)< BV,
(©) si a=p=17, V(P)=7Ap, (1= py).

Corolario 2: Si A=B, A>2, Apar, a=A/2+1y b=2, entonces se tiene que:
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(@) a=p,
(b) efd =1.

Es importante mencionar que en el corolario 1 se exhiben las cotas minima y méxima para
la varianza del muestreo por conglomerados en dos etapas para poblaciones cuyos valores

yij=1 tienen las dos configuraciones cpmin y cpmax.

En el inciso (b) del corolario 2, al ser el efecto del disefio igual a uno, se tiene que la
varianza del estimador de proporciones bajo (mas,mas) es igual a la del muestreo aleatorio
simple, por lo cual no hay efecto de conglomeracion al permutar los valores y;=1 de la
poblacién. Por otra parte, puede parecer poco factible tener un tamafio de muestra que sea
un poco mas grande que la mitad de las UPM; empero, esto podria usarse en poblaciones

que tienen pocos conglomerados.

Observacioén 4: es importante recalcar que las cotas son validas para una poblacion en la
cual solo se permutan los valores de las y;=1, pero se mantiene fijo el valor de la

proporcion poblacional p,, asi como las constantes a y S.

Cabe hacer notar que dado un arreglo de los valores y;=1 en la poblacion, las cotas
dependen de los valores a y 5. Cuando a<p, la configuracion cpmin en la poblacion, la cual
corresponde al valor minimo de la correlacion intraclase, se asocia con la cota superior para
las tres cantidades, la varianza del estimador de proporciones, el coeficiente de variaciéon y
el efecto del disefio; en tanto que la configuracion cpmdx en la poblacion, la cual
corresponde al valor maximo de la correlacion intraclase, se asocia con la cota inferior para

las tres cantidades mencionadas. Cuando a=#, la varianza del estimador de proporciones
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permanece sin cambio al permutar los valores de las y;;=1, manteniendo fijo por supuesto el

valor de la proporcion poblacional p,. En este Ultimo caso, lo que se modifican son los

valoresde V, y V,.

El resultado obtenido para las cotas cuando a<fg 6 o=/ es algo nuevo en opinién del autor,
ya que en la literatura del muestreo por conglomerados en dos etapas, generalmente se
menciona que la varianza del estimador se incrementa conforme el coeficiente de
correlacion intraclase crece. A la luz de estos resultados, es necesario aclarar que la relacion

entre la varianza y la correlacion intraclase depende del signo de a-p.

A continuacion se muestran las férmulas de las cotas para el efecto del disefio y el
coeficiente de variacién en el caso de que satisfagan las condiciones del teorema y el
corolario 1. Se enuncian como resultados ya que se trata de hechos que pueden verificarse
facilmente a partir del teorema y el corolario 1, usando las definiciones del efecto del
disefio y el coeficiente de variacién; sin embargo, son cantidades Utiles en la practica y

conviene presentarlas de forma resumida.

Resultado 1: bajo las condiciones del teorema, el valor del efecto del disefio, V(p)/V, ().

satisface alguna de las siguientes desigualdades:

(a) si a>p, efd?™" <efd(p)< efd?™

(b) si a<p, efd™ <efd(p)< efd™

() si y=a=p, efd(p)=yAn(N -1)/(1-F)N,
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donde,

ofd;”"™ = GAN(N ~1) (1~ F N (&t = B)Pso (1= Ps; ) Vi (B) .

efd?™ = ANCN —1)/(1—F N + (o — BYALPE + A0S — ADZ )V (6) Y
Vo (P)=(1—F N p,(1=p, )/ 1, con f=n/N y N =N/(N~-1),

En este resultado, f=n/N se refiere a la fraccion de muestreo de elementos, como si la
muestra de tamafio n=ab hubiese sido extraida por mas de la poblacién de N=AB elementos
y N'=N/(N-1). Como se mencionoé en la introduccion el efecto del disefio, efd, fue

propuesto por Kish (1965) como una medida de eficiencia de disefios muestrales distintos
al muestreo aleatorio simple. Por otra parte, cuando se tiene que A=B y la poblacion tiene
las configuraciones cpmin y cpmdx, las cotas para el efecto del disefio adquieren una forma

simple, lo cual se encuentra en el siguiente resultado.

Resultado 2: bajo las condiciones del corolario 1, el efecto del disefio, V(p)/\V,.(p),

V_..(p)> 0, satisface alguna de las siguientes desigualdades:
(@) si a>p, Befd?™ <efd(p)< c efd ™
(b) si a<p, aefd”™ <efd(p)< pefd?™
(©) si y=a=p, efd(p)=yAn(N—1)/(1—F )N,

donde,

efd?™ = An(N —1)(1-f)N =efd?™ y
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V.es(p)=(1=n/N)N p,(1-p, )/ n, con f=n/N.

Recordemos que el coeficiente de variacion para el estimador de una proporcion se define
como cv(p)= \/V(p)/p, con p > 0. Debido a la importancia de esta cantidad en el ambito

estadistico, en el resultado 3 se encuentran las cotas para dicha cantidad. Cuando se tiene
que A=B vy la poblacion admite las configuraciones cpomin y cpméx, las cotas para el

coeficiente de variacion adquieren una forma simple, lo cual se encuentra en el resultado 4.

Resultado 3: bajo las condiciones del teorema, el coeficiente de variacion, \/V(p)/p,

satisface alguna de las siguientes desigualdades:
(@) si a>p, cv¥™ <cv(p)<ov™

(b) si a<p, cv¥™ <cv(p)<cvy™

(c) siy=a=p, cv(p)=-/y Al=py )/ py .

donde, cvy"™ = JaAp,(1-py, ) (- B)p,,(1—ps, )/ Py Y

Vg™ = | ARy (1= py )+ (e = BNAPE + Ay — AP )1 Py

Resultado 4: bajo las condiciones del corolario 1, el coeficiente de variacion, \/V(p)/p,

satisface alguna de las siguientes desigualdades:
@) si a>p, [Bovy™ <cv(p)< o cvi™

(b) si a<p, “Ja cv,” ™ <cev(p) < \/ﬁcv;pmi”
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(c) siy=a=p, ov(p)= ]y ACl~py )/ py .

donde, Cvlcpmax = A(l- Py )/ p, = CV;pmin.

En la siguiente seccion se mostraran diversos ejemplos para ilustrar los valores de las cotas.

5 EJEMPLOS DE COTAS

Ejemplo 6: «>p, varianza entre cotas maxima y minima. Considérese la misma poblacion
del ejemplo 2, con las y;=1 acomodadas de manera diferente a los casos de los ejemplos 2
y 4y los valores de a, b, a y £ son los mismos, a=0.0536'y =0.0149, asi como la seleccion
de UPM y USM por mas. En este caso, V(p)=aV(p)+ LV,(p)=0.0285+.02=0.0485 y
0 =0.1810. En este ejemplo, el valor de p se encuentra entre el p minimo, -0.1429, y el p

maximo que es 1. Una representacion de la poblacion en términos de los valores y;; es como

sigue:
Tabla 11.
Configuracion de los valores yjj con los que la varianza se encuentra entra la cota minima 'y
maxima.
UPM
UsM 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 1 1 1 1 1 0 0
2 1 1 1 1 1 1 0 0
3 1 1 1 1 1 0 0 0
4 1 1 1 1 0 0 0 0
5 1 1 0 0 0 0 0 0
6 1 0 0 0 0 0 0 0
7 0 0 0 0 0 0 0 0
8 0 0 0 0 0 0 0 0
pi 0.750 0.625 0.500 0.500 0.375 0.250 0 0
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Ejemplo 7: a>p, varios arreglos de los valores y;=1 para mostrar las cotas minima y
maxima. Se usa la poblacion del ejemplo 1 con py=0.375, solo que ahora a=3, b=3, con
estos valores se tiene que a=0.0298, f=0.0099. Los valores de A, B, a y b, satisfacen las
condiciones del inciso a del corolario 1. En la tabla 12 se muestra el valor de la varianza del

estimador de la proporcion, los valores aV, y AV, , las contribuciones relativas a la varianza
Vde aV, y BV,, el efecto del disefio, efd, el coeficiente de variacion, cv, asi como el

coeficiente de correlacion intraclase para siete configuraciones de valores y;;=1. Dos de las

siete configuraciones corresponden al minimo y méaximo del coeficiente de correlacion

intraclase.
Tabla 12.
Valores de oV, y BV, para diversas configuraciones de los valores yii, a>f.

p Vv aVy BV, aViN BV, N efd cv
-0.1429 0.0186 0.0000 0.0186 0% 100% 0.818 36%
-0.0095 0.0229 0.0065 0.0164 28% 2% 1.009 40%
0.1429 0.0279 0.0140 0.0140 50% 50% 1.227 45%
0.3143 0.0335 0.0223 0.0112 67% 33% 1.473 49%
0.6000 0.0428 0.0363 0.0065 85% 15% 1.882 55%
0.8667 0.0515 0.0493 0.0022 96% 4% 2.264 60%
1.0000 0.0558 0.0558 0.0000 100% 0% 2.455 63%

Al final de la seccion 3 se mostrd V™ =V#"" = Ap (1—p,), por lo cual, las cotas

superior, AV*™", e inferior, aV*™*, segln el inciso a del corolario 1 toman los valores
0.0558 y 0.0186. En la tabla 12 se aprecia que tanto los valores de la varianza, V, como el
del componente «V,, crecen conforme el coeficiente de correlacion intraclase se

incrementa, lo cual estd de acuerdo con el inciso a del corolario 1. Para el caso del efd se
presenta el caso conocido de que esta cantidad crece al incrementarse la correlacion

intraclase.
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Ejemplo 8: a=p, misma varianza independientemente del arreglo de valores y;=1.
Considérese la poblacion del ejemplo 1, solo que ahora sean a=5, b=2, con estos valores se
tiene que a=0.0107, f=0.0107 y a=p. Los valores de A, a y b, satisfacen las condiciones
del corolario 2. Por otra parte, el valor de la proporcional poblacional sigue siendo
pu=0.375. Los titulos de las columnas son como en el ejemplo 7 y dos de las siete

configuraciones corresponden al minimo y méaximo del coeficiente de correlacion

intraclase.
Tabla 13.
Valores de «V, y BV, para diversas configuraciones de los valores y;;, a=4.

p Vv aV 1 BV 2 aV 1 N BV 2 N
-0.1429 0.0201 0.0000 0.0201 0% 100%
-0.0095 0.0201 0.0023 0.0177 12% 88%
0.1429 0.0201 0.0050 0.0151 25% 75%
0.3143 0.0201 0.0080 0.0121 40% 60%
0.6000 0.0201 0.0131 0.0070 65% 35%
0.8667 0.0201 0.0177 0.0023 88% 12%
1.0000 0.0201 0.0201 0.0000 100% 0%

En la tabla 13 se observa que los valores de la varianza, V, son iguales para las
permutaciones de los valores y;=1 que se hicieron en esta poblacion, lo cual esta de
acuerdo con el corolario 1; sin embargo, lo que cambia para cada configuracion que se hizo
son los valores de V, y V,, asi como el coeficiente de correlacion intraclase. En las dos
ultimas columnas de la tabla 13 se tienen los valores del tamafio relativo de los
componentes de varianza y se aprecia en este caso que, conforme la correlacion intraclase

crece, asi lo hace el componente de variacion entre UPM. Se puede comprobar que el efd

33



toma el valor 1 para todos los valores de la varianza V de la tabla 13 y que el coeficiente de

variacion permanece sin cambio con un valor de 38%.

Ejemplo 9: a<p, relacion inversa entre la varianza y la correlacion intraclase. Considérese
la poblacion del ejemplo 1, solo que ahora sean a=6, b=2, con estos valores se tiene que
a=0.0060, =0.0089 y a<f. Los valores de o y S satisfacen el inciso b del corolario 1. Por
otra parte, el valor de la proporcional poblacional sigue siendo py=0.375. Los titulos de

las columnas son como en el ejemplo 7 y dos de las siete configuraciones corresponden al

minimo y maximo del coeficiente de correlacion intraclase.

Tabla 14.
Valores de «V, y AV, para diversas configuraciones de los valores y;;, a=4.

) \Y aV, BV, aViN BV, N efd cv
-0.1429 0.0167 0.0000 0.0167 0% 100% 1.038 35%
-0.0095 0.0161 0.0013 0.0148 8% 92% 0.998 34%
0.1429 0.0153 0.0028 0.0126 18% 82% 0.952 33%
0.3143 0.0145 0.0045 0.0100 31% 69% 0.900 32%
0.6000 0.0131 0.0073 0.0059 55% 45% 0.813 31%
0.8667 0.0118 0.0099 0.0020 83% 17% 0.733 29%
1.0000 0.0112 0.0112 0.0000 100% 0% 0.692 28%

Recordemos que V™ =V = Ap,(L—p,), por lo cual, las cotas superior, AV*™, e

inferior, aV*™, segln el inciso b del corolario 1 toman los valores 0.0167 y 0.0112. En la
tabla 14 se observa que los valores de la varianza, V, son mas grandes conforme el valor de
la correlacién intraclase es mas pequefio, lo cual estd de acuerdo con el inciso b del
corolario 1. Este ejemplo hace evidente lo que se menciond en la subseccion 4.2: un valor
creciente del coeficiente de correlacion intraclase no necesariamente implica un valor

mayor de la varianza. También cambian para cada configuracion realizada los valores de V,
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y V,, asi como el coeficiente de correlacion intraclase. En las dos ultimas columnas se

encuentran los valores del tamario relativo de los componentes de varianza y se aprecia en
este caso que un incremento en la correlacion intraclase, va asociado a un crecimiento en el

componente de variacion entre las UPM, «aV,.

Ejemplo 10: A continuacion se calculan las cotas para el coeficiente de variacion (lim inf
cv y lim sup cv) de la proporcién estimada, desviacion estandar (lim inf desv y lim sup
desv) y efecto del disefio (lim inf efd y lim sup efd) para una poblaciéon con A=8, a=2,
B=10, tamarfios de submuestreo, b, de 2 a 4 USM y py=0.5. Como « > S, para todos los
valores de b en este ejercicio, los limites inferior y superior para la varianza coincide con
los arreglos cpmin y cpmdx en la poblacién. Por este motivo, las cotas inferior y superior
que se aplican para la varianza, el coeficiente de variacion y el efecto del disefio, son las

que se encuentran en el inciso a del corolario 1, del resultado 4 y del resultado 2.

Tabla 15.
Cotas minima y maxima para la varianza, coeficiente de variacion y efecto del disefio

b= 2 3 4
o= 0.054 0.054 0.054
p = 0.028 0.016 0.010
o-p= 0.026 0.037 0.043
liminfdesv=| 0.236 0.180 0.144
limsup desv=| 0.327 0.327 0.327
liminfcv=| 0.471 0.360 0.289
limsup cv=| 0.655 0.655 0.655
liminfefd=| 0.924 0.830 0.731
limsup efd=| 1.782 2.745 3.762
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De la Tabla 15 se aprecia que el limite inferior para la desviacion estandar disminuye
conforme b se incrementa, lo cual es una propiedad del mas dentro de cada UPM; empero,
la diferencia entre la cota minima y maxima crece ya que el nimero de UPM en muestra
esta fijo. Para las cotas del coeficiente de variacion se observa un comportamiento similar;

sin embargo, para el efecto del disefio, la cota superior crece al incrementarse n=ab.

Ejemplo 11: a>p, cotas para la varianza con diferentes valores de py. En la siguiente
grafica se encuentran los valores minimos, linea azul, y maximos, linea roja, de la
desviacién estandar para una poblacion conglomerada de 80 elementos con A=8, a=3,
B=10, b=2, a=0.0298, f=0.0185 y py tomando los siguientes valores: 0.125, 0.250, 0.375,
0.5, 0.625, 0.750 y 0.875. Como «>p, se emplea el inciso a del corolario 1 para las cotas
inferior y superior de la varianza del estimador de proporciones. Para la misma poblacion y
valores de py se calculd la desviacion estandar del estimador de la proporcion poblacional
bajo mas, linea verde punteada. En este caso, se considera a la poblacion sin conglomerar y

se tienen N=AB=8x10=80 elementos y una muestra de n=ab=3x2=6 elementos.

Gréfica 2
Valores minimo y maximo de la desviacion estandar para el disefio (mas,mas), asi como los
de la desviacion estandar bajo mas.
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En la Grafica 2 se observa que el valor maximo de la desviacion estandar en el esquema
(mas,mas), tanto para el limite inferior como para el superior, se tiene con py=0.5, lo cual
es similar al caso de la varianza maxima para el estimador de proporciones bajo mas, la
cual se alcanza cuando la proporcion poblacional adquiere el valor de 0.5, como se mostré

en la introduccion del presente articulo.

En esta grafica se aprecia el efecto de la conglomeracion, obsérvese gque la desviacion
estandar del estimador de la proporcion poblacional bajo mas, linea verde punteada, tiene
un valor apenas mayor que el limite inferior de la desviacion estandar para el disefio
(mas,mas). Esto implica que casi siempre se trabajard con un efd mayor que uno en esta

poblacién al usar el muestreo por conglomerados en dos etapas.

Ejemplo 12: Efecto de un disefio muestral en el error de estimacién absoluto y seleccion
del tamafio de muestra. Suponga que se tiene una unidad habitacional con 175 edificios de
departamentos y cada edificio tiene 8 departamentos. Se desea calcular el tamafio de
muestra para estimar la proporcion de departamentos que sufrieron algin robo en el dltimo
mes y como estimacion anticipada de py usamos py” =0.15. Para seleccionar el nimero de
departamentos por edificio en muestra, de la Tabla 15 se desprende que el rango de la
varianza disminuye conforme los valores de submuestreo de b son cercanos a 2, con Ay a

fijos, por lo cual evaluaremos el error de estimacion absoluto con a entre 15 y 35 edificios y

be{34}. Con estos datos, N=AB=1400. Como la representacion tabular de esta poblacion

requiere 175 columnas, no es conveniente mostrarla; sin embargo, como se supone que py”

=0.15, esto implica que hay 210 valores y;=1 en la poblacion. Debido a que no parece
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razonable que en todos los edificios haya habido robos, supdngase que aproximadamente
un 26% de los edificios no ha tenido este tipo de eventos y que en una cantidad similar de
edificios solo se ha dado un evento de este tipo por edificio. De esta informacion se tiene
que aproximadamente 46 edificios no han tenido robos, 48 han tenido robos en un
departamento por edificio y los restantes 81 edificios han tenido robos a dos departamentos
por edificio. La suma de estas 3 cantidades resulta en 175 edificios. Esto es un supuesto de
una configuracion de valores y;;=1 en la poblacion que en la practica del muestreo por
conglomerados se hace con el coeficiente de correlacion intraclase. Con esta informacion

ya se esta en condiciones de calcular V, y V, usando (2), asi V, =5.8125 y V, = 20.4375,
por lo que, de la formula (4), p =0.11. Notese que esta configuracion de valores y;;=1 no

corresponde a una en la que se pueda alcanzar el minimo o maximo valor de la varianza.

En las tablas Al y A2 del Anexo 1, se encuentran los efectos en la varianza y el error de
estimacion, entre otras cantidades, cuando el niumero de UPM en muestra crece para dos
valores de b, 3 y 4. El error de estimacién se construyd usando un desvio normal,
t,»=1.645. De las tablas A1 y A2 se observa que dicho error disminuye conforme el
numero de UPM crece de 15 a 35, para los dos valores de b. Para el caso de b=3, Tabla Al,
el error de estimacion varia entre 0.0824 y 00531, y cuando b=4, Tabla A2, dicho error va
de 0.0692 y 0.0442. Con estos datos, ya se esta en condiciones de seleccionar los valores de
a y b, dependiendo del nimero de edificios que se puedan visitar en el lapso de
levantamiento de la encuesta. Por ejemplo, un error de estimacion de 0.08 alrededor de py”
=0.15 podria no proporcionar la informacion requerida. Se requeriria que el error estuviera

més concentrado alrededor de py” =0.15, por lo cual las cantidades cercanas a 0.05 parecen
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adecuadas, en caso de que sean costeables. Supdngase que se cuenta con recursos para
visitar a lo més el 20% de los edificios, es decir, A=175x0.20=35 edificios, asi podrian

elegirse valores de a=35 y b=4, con lo cual el error de estimacion esperado es 0.0442.

Las implicaciones de este plan en términos de los errores de estimacion minimo y maximo,
€a, S€ pueden evaluar con las cotas del teorema. Con estos datos, n=140 y usando un desvio
normal, t,»,=1.645, se tiene que a=0.000131, =0.0000233, o>/, por lo que aplicando el
inciso (a) del teorema, las cotas inferior y superior de la varianza son, 0.000568 y 0.002234
respectivamente. De esta manera, el error de estimacion absoluto se encuentra entre 0.039 y

0.094.

Con este ejemplo solo se pretende ilustrar un posible uso de una de las cotas y es una
simplificacién del proceso de determinacion de diversas cantidades en el calculo del
tamafio de muestra. Por ejemplo, la determinacion del namero de USM en muestra puede
estar influida por el costo asociado al submuestreo en las UPM y no se consider6 un ajuste

al tamafio de muestra por no respuesta.

6. CONCLUSIONES

Se propusieron cotas para la varianza, el efecto del disefio y el coeficiente de variacion en el
caso de la estimacion de proporciones para el muestreo por conglomerados en dos etapas
con tamafios iguales, suponiendo muestreo aleatorio simple en las dos etapas de seleccion.
Estas cotas facilitan el calculo del tamafio de muestra y también permiten evaluar los

valores minimo y maximo posibles de la varianza del estimador de la proporcién. También
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se construyé una expresion para el coeficiente de correlacion intraclase poblacional en
términos de varianzas entre y dentro de conglomerados. A través de varios ejemplos se
observo que los tamafios de muestra para unidades primarias y secundarias de muestreo
para una poblacion conglomerada tienen efecto en la determinacién de las cotas inferior y
superior. Se mostraron situaciones en las cuales, dependiendo de los tamafios de muestra de
unidades primarias y secundarias, las cotas inferior y superior son iguales o se tienen casos
de relacion inversa entre el valor del coeficiente de correlacion intraclase y la varianza.
Ciertamente este tipo de casos no corresponden a situaciones que se den con frecuencia en
la practica, pero podrian ser de interés en situaciones particulares, como poblaciones con
pocos conglomerados y unidades secundarias de muestreo. Las cotas para el efecto del
disefio también permiten evaluar los tamafios minimo, méximo de muestra que se tendrian
en un disefio muestral con conglomerados de tamafios iguales, al usar muestreo aleatorio en
ambas etapas con la metodologia mencionada en el primer parrafo de la introduccién. Por
supuesto, también pueden calcularse varios valores del efecto del disefio y evaluar su
impacto en el tamafio de muestra para diversas configuraciones de los valores de la variable

de interés en la poblacion.

Por otra parte, las formulas son sencillas de calcular y unicamente se requieren los
elementos de informacion con los que normalmente se cuenta en la practica en la etapa de
disefio muestral. Ademas, como se aprecia en los ejemplos, no solo se encuentran las cotas
superior e inferior, sino que se pueden calcular para diversas configuraciones de los valores

de la variable de interés en la poblacién, las cantidades poblacionales como: el coeficiente
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de correlacion intraclase, varianza, efecto del disefio, coeficiente de variacion y

contribucion a la variabilidad de los componentes entre y dentro de varianza.

Como temas de investigacion a futuro se evaluara la posible extension de las cotas a
variables que tengan mas de dos categorias y se estudiard el tema de la estimacion y la
relacion con las cotas. Asimismo se estudiard la posible extension al muestreo de
conglomerados en dos etapas con probabilidades proporcionales a alguna medida de

tamario sin reemplazo.
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Anexo 1
Cantidades para evaluar el tamafio de muestra del ejemplo 12

Tabla Al
NUmero de elementos por muestrear en cada UPM, b=3
_ error '

a | on o B aVi | BV absolto | VDAL IV(BY] Vs | efd

15 45 0.00035 0.00009 0.00066 0.00185 0.0025 0.0824 26.2% 73.8% 0.0027 0.915
16 48 0.00033 0.00009 0.00061 0.00174 0.0023 0.0797 26.0% 74.0% 0.0026 0.915
17 51 0.00031 0.00008 0.00057 0.00164 0.0022 0.0773 25.9% 74.1% 0.0024 0.916
18 54 0.00029 0.00008 0.00054 0.00154 0.0021 0.0751 25.8% 74.2% 0.0023 0.916
19 57 0.00027 0.00007 0.00051 0.00146 0.0020 0.0730 25.7% 74.3% 0.0021 0.917
20 60 0.00025 0.00007 0.00048 0.00139 0.0019 0.0711 25.6% 74.4% 0.0020 0.918
21 63 0.00024 0.00006 0.00045 0.00132 0.0018 0.0693 25.4% 74.6% 0.0019 0.918
22 66 0.00023 0.00006 0.00043 0.00126 0.0017 0.0677 25.3% 74.7% 0.0018 0.919
23 69 0.00022 0.00006 0.00041 0.00121 0.0016 0.0661 25.2% 74.8% 0.0018 0.919
24 72 0.00021 0.00006 0.00039 0.00116 0.0015 0.0647 25.1% 74.9% 0.0017 0.920
25 75 0.00020 0.00005 0.00037 0.00111 0.0015 0.0633 24.9% 75.1% 0.0016 0.920
26 78 0.00019 0.00005 0.00035 0.00107 0.0014 0.0620 24.8% 75.2% 0.0015 0.921
27 81 0.00018 0.00005 0.00034 0.00103 0.0014 0.0608 24.7% 75.3% 0.0015 0.921
28 84 0.00017 0.00005 0.00032 0.00099 0.0013 0.0597 24.6% 75.4% 0.0014 0.922
29 87 0.00017 0.00005 0.00031 0.00096 0.0013 0.0586 24.4% 75.6% 0.0014 0.923
30 90 0.00016 0.00005 0.00030 0.00093 0.0012 0.0576 24.3% 75.7% 0.0013 0.923
31 93 0.00015 0.00004 0.00029 0.00090 0.0012 0.0566 24.2% 75.8% 0.0013 0.924
32 96 0.00015 0.00004 0.00028 0.00087 0.0011 0.0556 24.1% 75.9% 0.0012 0.924
33 99 0.00014 0.00004 0.00026 0.00084 0.0011 0.0547 23.9% 76.1% 0.0012 0.925
34 102 0.00014 0.00004 0.00026 0.00082 0.0011 0.0539 23.8% 76.2% 0.0012 0.925
35 105 0.00013 0.00004 0.00025 0.00079 0.0010 0.0531 23.7% 76.3% 0.0011 0.926

Tabla A2
Numero de elementos por muestrear en cada UPM, b=4

a n alfa beta afaVvl | betaV2 v(p) assr;gto laV, 1V(p )| | BV, IV(P)] v mas efd

15 60 0.00035 0.00005 0.00066 0.00111 0.0018 0.0692 37.1% 62.9% 0.0020 0.869
16 64 0.00033 0.00005 0.00061 0.00104 0.0017 0.0669 37.0% 63.0% 0.0019 0.870
17 68 0.00031 0.00005 0.00057 0.00098 0.0016 0.0648 36.8% 63.2% 0.0018 0.870
18 72 0.00029 0.00005 0.00054 0.00093 0.0015 0.0629 36.7% 63.3% 0.0017 0.871
19 76 0.00027 0.00004 0.00051 0.00088 0.0014 0.0612 36.5% 63.5% 0.0016 0.871
20 80 0.00025 0.00004 0.00048 0.00083 0.0013 0.0596 36.4% 63.6% 0.0015 0.872
21 84 0.00024 0.00004 0.00045 0.00079 0.0012 0.0581 36.2% 63.8% 0.0014 0.873
22 88 0.00023 0.00004 0.00043 0.00076 0.0012 0.0567 36.1% 63.9% 0.0014 0.873
23 92 0.00022 0.00004 0.00041 0.00073 0.0011 0.0554 35.9% 64.1% 0.0013 0.874
24 96 0.00021 0.00003 0.00039 0.00070 0.0011 0.0541 35.8% 64.2% 0.0012 0.874
25 100 0.00020 0.00003 0.00037 0.00067 0.0010 0.0530 35.6% 64.4% 0.0012 0.875
26 104 0.00019 0.00003 0.00035 0.00064 0.0010 0.0519 35.5% 64.5% 0.0011 0.876
27 108 0.00018 0.00003 0.00034 0.00062 0.0010 0.0508 35.3% 64.7% 0.0011 0.876
28 112 0.00017 0.00003 0.00032 0.00060 0.0009 0.0499 35.2% 64.8% 0.0010 0.877
29 116 0.00017 0.00003 0.00031 0.00058 0.0009 0.0489 35.0% 65.0% 0.0010 0.878
30 120 0.00016 0.00003 0.00030 0.00056 0.0009 0.0481 34.9% 65.1% 0.0010 0.878
31 124 0.00015 0.00003 0.00029 0.00054 0.0008 0.0472 34.7% 65.3% 0.0009 0.879
32 128 0.00015 0.00003 0.00028 0.00052 0.0008 0.0464 34.5% 65.5% 0.0009 0.879
33 132 0.00014 0.00002 0.00026 0.00051 0.0008 0.0457 34.4% 65.6% 0.0009 0.880
34 136 0.00014 0.00002 0.00026 0.00049 0.0007 0.0449 34.2% 65.8% 0.0008 0.881
35 140 0.00013 0.00002 0.00025 0.00048 0.0007 0.0442 34.1% 65.9% 0.0008 0.881
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Anexo 2
Demostraciones

A continuacion se encuentran las demostraciones del teorema y corolarios, asi como la

verificacion de las condiciones C1y C2. El fin de la demostracion se denota por L.

Verificacion de la expresion (4).

La expresion para el coeficiente de correlacion intraclase de la seccion 5.6B de Kish

(1965), en términos de varianzas entre y dentro de UPM es:

A-1, 1,
Ty SuT gt V B
= cenlaque s, =, 2 = V.
P N_lss q n= oA v A(B—l) 4
N

N-1, A-1, B-1,
N Su= g St g Su

Sustitlyanse estas tres cantidades en la expresion para p y se tiene que:

V. 1

= — g
PV, (B +,)

Verificacion de la condicion C1.

Si todas las proporciones de las UPM tienen valor cero o uno y recordando que p, € (0,1),

la varianza en (1) queda como V(ﬁ)za@;p,z—Apj), es decir, V,=0. Como las p,
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A A
toman el valor cero 0 uno, D= p=Ap, y

V(p)=a(zlilp,2—Apj)=aApU(l—pU). Como V, =0, al sustituir este valor en (4) el

coeficiente de correlacién intraclase toma el valor 1.
Verificacion de la condicion C2.

Si todas las proporciones de las UPM tienen el mismo valor p, =p, y recordando que
p, €(01), la varianza en (1) queda como V(p)= ﬂzlilp,-(l—ﬁ,-), es decir, V, =0. Como las

p, tienen el mismo valor, V(p)=£>" p,(L-p,)= Ap,(L~p,). Como V, =0, al sustituir

este valor en (4) el coeficiente de correlacion intraclase toma el valor —1/(8—1). O

Demostracion del teorema.

Debido a que la demostracion de este teorema es larga ya que se hace por incisos, tipo de
cota, inferior o superior, y cuando es necesario por casos, se empleard la notacién en
negritas e italica FinPru Teo-inciso-tipo de cota para indicar el fin de prueba para cada
inciso, tipo de cota vy, si es aplicable el niUmero de combinacién segun la tabla 10. Por
ejemplo, FinPru Teo-(a)-ci se refiere al fin de la demostracion del inciso a, cota inferior

del teorema.

Teorema, inciso a, cota inferior, Teo-(a)-ci. Sean,

ci = AR, (L Py )+ (- BYALPL + A bl —ADS)
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v=V(p)=a Z;pf, —Ap} )+,Bz;pw.(1—pv, ), el subindice v en p, se refiere al valor de

la proporcién correspondiente a la i-ésima UPM usado en la varianza V(p). Es necesario

demostrar que v-ci>0, para lo cual tomaremos la diferencia:
v—ci=ay. pi—oAp+ By pi— By p;— BAD, + PR,
~ BNAPT + APl )+ aApE - A

Como fp. = BAp, Y los términos oAp] y SAP, se cancelan, se tiene que,
j= Mi U U U

v—ci=(a —ﬂ)@;pi — (A% +ALp3 )) hagase Y p2 =" p2+> " pl

Y recordando que A p: —A,p5 Y * pZ — A, p?, son varianzas tipo Vi como en (7),
j=1 Mvi 1 11 j=1 Mvi 2 12

entonces:
v—ci=(a— B> P2 — (AP + Aup))=(cr = BNV, +V,,)> 0 (D1)

Como a-pB>0y si Z?:lpf,—(A,lp,zl+A,2p,22)>O, entonces ci es la cota inferior del

teorema, inciso a. FinPru Teo-(a)-ci.

Teorema, inciso b, cota superior, Teo-(b)-cs.

Sien (D1), a—B<0, v—ci=(a— B\ o2 — (A + AwpL )= (- BV +V,) <0 y se

tiene que v-ci<0, por lo cual ci es una cota superior cs. FinPru Teo-(b)-cs
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Antes de continuar en la demostracion del teorema, es necesario efectuar algunas

manipulaciones algebraicas para expresar cantidades que seran Utiles en la prueba. Sean,

cs = aAp,—py)—(@- B)ps, 0s,) y v=V(B)=a(D " pi~Ar2)+ LD p,(1-p,); es

necesario mostrar que cs-v>0, para lo cual tomaremos la diferencia:
65—V = aAp, — A} — (@ = Blps,(L—ps, ) - P+ AR = B P+ BY . P

Como ,leipv, = BAp, ¥ los términos —aAp} y aAp), se cancelan, se tiene que,

CS—V= )(Apu psz(l psz z, 1pw) (D2)

Mostraremos por casos que cs-v>0 haciendo referencia a la tabla 10, para ello se usar la

notacion (A, As,.As,), en la que cada componente se relaciona con el valor de A, . Asi, una

tripleta (> 0,=1,> 0) hace referencia al nimero de combinacién 8 de la tabla 15.

Teorema, inciso a, cota superior, Teo-(b)-cs-combé.

Caso 1, nimero de combinacion 6 (>0,=0,>0).

Obsérvese que Ag, =0 implica que pg, =0 0 ps, =1, por lo cual:

cS—V = )(Apu Z, 1pw) (D3)

, - A
En esta formula, los valores de p; asociados a Ap, =Z,:1Pf son 1, por lo que se cumple

que:
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pvzi <P Y Z?:lp\gf < Z?:lpvf - ApU - Z:‘A:lpi (D4)
Usando esta ultima desigualdad en (D3) y el hecho de que « — 2 > 0 se tiene que:

A2
cs—v=(a— ,B)(Apu - zizlpv,)z 0 (D5)

Como a—-p>0y ps, =0 0 py, =1, entonces cs es la cota superior en el inciso a del

teorema. FinPru Teo-(b)-cs-comb6.
Teorema, inciso b, cota inferior, Teo-(b)-ci.

Si a < S en (D5), entonces cs es una cota inferior ci y se obtiene el resultado para la cota

inferior del inciso b del teorema. FinPru Teo-(b)-ci-comb6.
Teorema, inciso a, cota superior, Teo-(a)-cs-comb4.

Caso 2, ndmero de combinacién 4 (=0,=1,>0).

Obsérvese que A, =1 implica que ps, € (O;L) y como A, =0, por lo cual, usando (18):
1
CS—Vv= 0{(1— Ajpgz + :Bpsz(l_ psz)_ az;pvzi + O‘Apj - ﬂz,ilpw‘ + ﬂz;q:lpvzi (DG)

Sustituyendo Ap, = pg, = Z;pv, en (D6) se tiene que:

2
cs—v=(a—-p)p, -« P/Zer Bps, — (o — ,B)Z;pvz, + oAp; — AP,

y cancelando en la ecuacion anterior los términos aAp)y BAp,, se obtiene:
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es—v=(a—plpZ%-3" p) (D7)

A - . .
Como ps, = Z,-:lpw al elevar al cuadrado se satisface lo siguiente,

o= (0 o f =X p 4 2 pp, Y (08)

De la desigualdad en (D8) se concluye que cs-v>0 vy la igualdad se cumple si ps, =p, . Este

caso no tiene equivalencia en el corolario 1. FinPru Teo-(a)-cs-comb4.
Teorema, inciso b, cota inferior, Teo-(b)-ci-comb4.

Si a < S en (D7), entonces cs es una cota inferior ci y se obtiene el resultado para la cota

inferior del inciso b del teorema. FinPru Teo-(b)-ci-comb4.
Teorema, inciso a, cota superior, Teo-(a)-cs-comb7.

Caso 3, ndmero de combinacién 7 (>0,=1,=0).

Aqui se tiene que A, >0, A, =0, A, =1, p;, €(01) y A=A, + A, =A, +1>2, por lo

cual:

cs = 0Ap, (1—PU)—(05 'ﬁ)psz (1'Psz) y

v=a(>" p2—Apt)+ B3 p,0-p,)=(a- B3 P —chpi+ B3 p,

Ahora se demostrara que cs-v>0.

cs —V = dAp, (l_ pu)_ (a - ﬂ)psz (1':032)_ (a - :B)z,ilp\fi —oAp; + IBZ,-A:lpw‘
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En esta expresion se cancelan los términos «Ap]y se tiene que.
A
es—v = (o B)Ap, + P —ps, 0 0% (D9)

Como Ap, = Z;pi = A, + ps,, la formula en (D9) se puede expresar de la siguiente forma:

es—v =(a— B + 0, -3 p?] (D10)

Antes de continuar, es necesario notar que en el caso de la cota superior en esta

combinacion no hay UPM con p, =0y que A, =1, por lo que las A;, UPM tienen valor
p;, =1y la UPM asociada a Ag,tiene una proporcion p, =ps, Y Ps, e(O,l). De aqui se

desprenden 2 posibilidades para la configuracion de valores y;=1 en esta poblacion

(recordemos que toda configuracion debe ser tal que su promedio sea p, ):

a) La configuracion de valores y;=1 es igual a la de los valores de la cota superior, en

CUyO0 Caso Cs=V.

b) La configuracion de valores y;;=1 es distinta a la de los valores de la cota superior, y
se cumple que O<pg, <p,, <1 y una(s) p, son tales que: O<p, <1 y otras
p,=1.

Con estos elementos a la mano, se requiere demostrar que la expresion del lado derecho en

(D10) es mayor que cero. Dendtese a A ,como el nimero de columnas Ag, en las que

O<p,<p=1ycomo O<pg,<p,, <1, ladiferencia 0<p,, —ps, tiene que ser igual a
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S1d

At Z, ““p, . De esta manera se cumple lo siguiente Ay, — Z, P =Py —Ps, Y @l

despejar A, se obtiene:
ASl,d = Z;qj_d pvi + pv,sZ o pSZ (Dll)

Como Z p, > Z, SUps Y Pl > P, de (D11) se tiene que:

S1d A2 s1d a2

Z, sid pw +pv $2 pSZ Z, =1 pw +pv $2 pSZ y ASld +p82 Z pw p\f,sz >0. Esta Ultima
desigualdad es equivalente a la del lado derecho de (D10), ya que en (D10) se encuentran
las p, =1asociadas a la cota superior y las p, =1de la configuracion de valores y;=1 segun

el inciso (b). Por lo anterior y dado que « — >0, se cumple la desigualdad:

A
) T Y X0 (D12)
Esta combinacion no tiene un resultado para el corolario 1. FinPru Teo-(a)-cs-comb7.
Teorema, inciso b, cota inferior.

Si a < f en (D12), entonces cs es una cota inferior ci y se obtiene el resultado para la cota

inferior del inciso b del teorema. FinPru Teo-(b)-ci-comb7.
Teorema, inciso a, cota superior, Teo-(a)-cs-comb8.

Caso 4, nimero de combinacion 8 (>0,=1,>0).

Para esta combinacion, A, >0, A, >0, A, =1, ps, €(01) , por lo cual:
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cs = dAp, (1_pu)_(0‘ 'ﬁ)psz (1'psz) y

v=a(>" p2—Apt)+ B3 p,0-p,)=(a- B3 P —chpi+ B3 p,

Antes de comenzar la demostracion, obsérvese que si la configuracion de valores y;=1 para

evaluar la varianza v, es tal que se acumulan todos en las UPM asociadas a las Ay en la

UPM asociada a A, , entonces se tiene el caso 3.

Ahora se demostrara que cs-v>0.

cs—v =aAp,(1—py)— (o - BIps, (psz)— (@ = B)Y, P — cAG + B, .,

En esta expresion se cancelan los términos «Ap]y se tiene que.

cs—v = (o= B\Apy + pss1—pss) - 3" 2] (D13)
Como Z;pf, < z;pw =Ap, y a— >0, setiene que Ap, —Z;pf, >0y

cs—v :(a_ﬂ)lApu +Psz(1—Ps2)—Z?:1Pv2,-J>0- (D14)

Esta combinacidn no tiene un resultado equivalente para el corolario 1. FinPru Teo-(a)-cs-

comb8.
Teorema, inciso b, cota inferior.

Si a < S en (D14), entonces cs es una cota inferior ci y se obtiene el resultado para la cota

inferior del inciso b del teorema. FinPru Teo-(a)-cs-comb8.
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Teorema, inciso c, igualdad entre las cotas superior e inferior.

Si a = p en las cotas superior e inferior de los incisos a y b del teorema, la varianza se

reduce a V(p)=Ap,(1—p,),con a=p=y.0

Demostracion del corolario 1.

Se emplea una notacion similar al teorema para indicar el fin de la prueba por inciso y tipo

de cota.
Corolario 1, inciso a, cota inferior, Corl-(a)-ci.

Como ae— >0 ysi A, =0, de (D1) se tiene que Z;pf, - (A,lp,zl + A,prz)z Z;pf, — A},

la cual es una varianza tipo Vi como en (2), entonces ci es la cota inferior en el inciso a del

corolario 1. FinPru Corl-(a)-ci.
Corolario 1, inciso b, cota superior, Corl-(b)-cs.
Si a— <0y A,=0, de (D1) se tiene que Z;pvz, - (A,lp,zl + A,prz): Z;pvz,. —Ap., la

cual es una varianza tipo Vi como en (2), entonces ci es la cota superior en el inciso b del

corolario 1. FinPru Corl-(b)-cs.
Corolario 1, inciso a, cota superior, Corl-(a)-cs.

Esta combinacion de valores y;;=1 es del tipo cpmax para la cual se aplica el corolario 1,

por lo que cs es la cota superior en el inciso a del corolario 1. FinPru Corl-(a)-cs.
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Corolario 1, inciso b, cota inferior, Corl-(b)-ci.

Si a— <0, cs se convierte en una cota inferior ci y se tiene el resultado del inciso b para

el corolario 1. FinPru Cor1-(b)-ci.
Corolario 1, inciso c, igualdad entre las cotas superior e inferior.

Si a = f en las cotas superior e inferior de los incisos a y b del corolario 1, la varianza se

reduce a V(p)=Ap,(1—p,),con a=p=y.0

Demostracion del corolario 2.

Se emplea una notacion similar al teorema para indicar el fin de la prueba por inciso y tipo

de cota.

Corolario 2, inciso a, Cor2-(a).

Como A=B, a= 2+1, b=2, de (1) se tiene lo siguiente:

2a(A-1) 2@+1)(A—1) AA+2)A-1)

-3
B= A) _ A-2 A=2 L FinPru Cor2-(a).
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Corolario 2, inciso b, Cor2-(b).
Cuando o ==y, la varianza V(p)=jAp,(1—p,) segn el inciso ¢ del teorema y el
corolario 1. Por otra parte, notese que n:ab:(';+1j2:A+2, N=AB=A* vy

A-2

a=-—————.Elefecto del disefio es:
A(A+2)A-1)

efg = 10)

. n\ N p,1-p,)
V — 1_7 u U
00N Vs (P) [ NjN—l n

oAp,1-p,)  aAA+2) A2 -1) (A-2)A+1)
N-n)p,d-p,) A -A-2  (A-2)A+1)
(N-1)n

=1. FinPru Cor2-(b). U

efd =
(
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