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Zusammenfassung

Im Rahmen der aktuellen Diskussion iiber die effektive Messung operationeller Risiken auf
der Basis interner Modelle hat vor allem der Loss Distribution Approach in der Literatur be-
sondere Beachtung gefunden. Dieser Ansatz hat seine Wurzeln in einem traditionellen Ansatz
der Versicherungsmathematik, der kollektiven Risikotheorie.

Die vorliegende Ausarbeitung stellt daher die kollektive Risikotheorie in ihren Grundelemen-
ten dar, stellt die Verbindung zur Modellierung operationeller Risiken her und gibt einen
Uberblick iiber aktuelle Entwicklungen im Rahmen des Loss Distribution Approach.

Schlagworte: kollektive Risikotheorie, operationelle Risiken, loss distribution approach

Abstract

Given the current discussion on an effective measurement of operational risks on the basis of
internal models, the Loss Distribution Approach has obtained special attention in the litera-
ture. This approach has its roots in a traditional field of insurance mathematics, the collective
theory of risks.

The present contribution presents the basic elements of collective risk theory, establishes the
connection to the modelling of operational risks and gives an overview on recent develop-
ments of the Loss Distribution Approach.

Keynotes: collective theory of risk, operational risk, loss distribution approach
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1 Einfihrung

Obwohl operationelle Risiken seit jeher untrennbar mit unternehmerischem Handeln verbun-
den sind!, zeichnet sich erst in jiingerer Zeit die Tendenz zu einer separaten Betrachtung die-
ser Risikokategorie ab, einhergehend mit einer Diskusison zur effektiven Messung operatio-
neller Risiken. Eine Intensivierung dieser Diskussion erfolgte im Kontext der Verabschiedung

des neuen Baseler Eigenkapitalakkords?, iiblicherweise kurz Basel II genannt.

Vor diesem Hintergrund wird insbesondere ein Ansatz in der Literatur eingehend diskutiert,
der sogenannte Loss Distribution Approach3. Interessanterweise hat dieser Ansatz seine Wur-
zeln in einem sehr traditionellen Gebiet der (Schaden-)Versicherungsmathematik, der kollek-

tiven Risikotheorie (collective theory of risk).

Dieser Zweig der Versicherungsmathematik kann mittlerweile auf eine iiber 100-jdhrige Tra-
dition zuriickblicken. Sie wurde begriindet durch eine Arbeit von Filip Lundberg# im Jahre
1903. Seine Kernidee, den kumulierten Schadenprozess eines Kollektivs von Versicherten
durch einen zusammengesetzten Poissonprozess zu modellieren, eroffnete der Risikomodel-
lierung im Versicherungsbereich zum einen eine direkte kollektive Sichtd und zum anderen
eine dynamische Perspektive. Die Arbeit von Filip Lundberg fiel in eine Zeit, in der die
Wahrscheinlichkeitstheorie noch in den Anfingen einer mathematischen Fundierung stand
und blieb lange Zeit unbeachtet, wohl auch unverstanden. Der Durchbruch der kollektiven
Risikotheorie erfolgte durch die Arbeit von Harald Cramér (1930), der den Ansatz von Lund-
berg auf ein tragfahiges mathematisches Fundament stellte. Seitdem hat die kollektive Risiko-
theorie eine Vielzahl von Erweiterungen und Anwendungen erfahren® und sie bildet heute die

modelltheoretische Grundlage’ der Schadenversicherungsmathematik (Non-Life Insurance).

I Traditionellerweise werden operationelle Risiken daher in der betriebswirtschaftlichen Literatur auch unter
das allgemeine unternehmerische Risiko subsumiert.

Vgl. hierzu Baseler Ausschuss fiir Bankenaufsicht (2004, insbesondere Abschnitt V).
Vgl. hierzu ndher Abschnitt 3.1
Eine historische Wiirdigung der Arbeit von Filip Lundberg enthélt Cramér (1969).

wn AW N

Die Modellierung des Kollektivs erfolgt somit nicht durch eine Aggregation tiber die einzelnen Kollektivmit-
glieder.

(o)}

Zu aktuellen Entwicklungen vgl. etwa Kliippelberg (2001).

7 Man vgl. etwa die Lehrbuchdarstellungen Biihlmann (1970), Daykin et al. (1994), Klugman et al. (2004),
Mikosch (2004) und Schmidt (1996; 2002, Kapitel 7 ff.).



Es ist daher die Zielsetzung des vorliegenden Beitrags, einige der zentralen Grundlagen der
kollektiven Risikotheorie zu beleuchten und in den Anwendungskontext der Quantifizierung
operationeller Risiken zu stellen. Dariiber hinaus werden aktuelle Entwicklungen des Loss

Distribution Approach in die Diskussion mit einbezogen.

2 Das kollektive Modell der Risikotheorie
2.1 Einfiihrung

Ausgangspunkt der kollektiven Risikotheorie ist ein gegebenes Kollektiv von Versicherten im
Bereich der Schadenversicherung — also etwa in der Haftpflichtversicherung (Kraftfahrzeug-
haftpflicht, Allgemeine Haftpflicht) oder der Versicherung gegen Naturgefahren (Feuer,
Sturm, Uberschwemmung). Ziel der Modellierung ist dann die Quantifizierung des kollekti-
ven Gesamtschadens S(t) des Kollektivs liber das Zeitintervall [0,t]. In dieser dynamischen
Version erfolgt die akkumulierte Betrachtung des kollektiven Gesamtschadens bis zum Zeit-
punkt t und S(t) ist ein stochastischer Prozess, der Gesamtschadenprozess (accumulated claim

process).

Eine statische Modellierungsvariante erhilt man durch Fixierung der Zeitperiode (typischer-
weise t = 1) und der Betrachtung des kollektiven Gesamtschadens (aggregate loss) S = S(1),

einer ZufallsgroBe.

Der spezifische Ansatz der kollektiven Risikotheorie beruht nun auf einer Disaggregation des
kollektiven Gesamtschadens in die Komponenten Schadenzahl (claim number bzw. claim
frequency) und Schadenhdhe (auch: Schadensumme) pro Schadenfall (loss severity). In forma-

ler Hinsicht lautet der Ansatz

N(t)

(2.1a) S(t) =YX,

(mit der Konvention S(t) = 0 fiir N(t) = 0) in der dynamischen Variante bzw.



(2.1b) S=Y'X..

(mit der Konvention S =0 fiir N = 0) in der statischen Variante.

Dabei ist N(t) der sog. Schadenzahlprozess, der die Anzahl der Schiden des Kollektivs im
Zeitintervall [0,t] erfasst bzw. entsprechend N = N(1) die Schadenzahl. Die Zufallsgrofien X,
X2, ..., Xy, ... entsprechen den Schadenhéhen (pro Schadenfall), X; > 0 quantifiziert die Hohe
des i-ten Schadenfalls im Kollektiv. Im Gegensatz zum individuellen Modell der Risikotheo-
rie8 — hier erfolgt die Aggregation iiber die Gesamtschiden der Mitglieder des gegebenen
Kollektivs — wird bei der kollektiven Risikotheorie die Aggregation iiber die Schiden pro
Schadenfall vorgenommen. Dieser Ansatz beinhaltet somit die Moglichkeit, ein erweitertes
Spektrum an Informationen in die Modellierung einbeziehen zu konnen. Eine Visualisierung

des Gesamtschadenprozesses enthilt Abbildung 1.
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Abbildung 1: Illustration des Gesamtschadenprozesses

8 Vgl. hierzu etwa Schmidt (2002, Kapitel 6).



Die Abbildung erfasst dabei einen moglichen Realisationspfad des Gesamtschadenprozesses
und verdeutlicht, dass der Prozess S(t) ein Sprungprozess mit zufallsabhidngiger (positiver)

Sprunghdhe ist.

Wenden wir uns damit den Komponenten des Gesamtschadenprozesses zu.

2.2 Der Schadenzahlprozess

Der Eintritt von Schadenfillen auf der Ebene eines einzelnen Versicherungsnehmers oder
eines Kollektivs von Versicherten kann modelltheoretisch durch einen Punktprozess (point

process), d.h. eine Folge T, T», ... von Zufallsvariablen erfasst werden.

Es gilt 0 < T, < T, <... und die GroBen T; entsprechen den Schadeneintrittszeitpunkten (claim
occurence times). Dabei bedeutet die Realisation T, = t,,, dass zum Zeitpunkt t, der n-te Scha-
den eintritt. In Abbildung 1 sind entsprechend die ersten fiinf Schadeneintrittszeitpunkte er-

fasst.

Jedem Punktprozess kann nun auf die folgende Weite ein korrespondierender Zahlprozess

(counting process) {N(t), t > 0} zugeordnet werden. Man definiert

(2.2) N(t)=max{ieIN; T <t} .

Erfasst wird somit die Anzahl von Schadeneintritten im Zeitintervall [0,t]. Eine Illustration

der Korrespondenz zwischen Punktprozess und assoziiertem Zahlprozess enthilt die Abbil-

dung 2.
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Abbildung 2: Punktprozess und assoziierter Zahlprozess

Die zufallsabhéingige GroBe N(t) gibt im Versicherungsfall (Schadenzahlprozess) an, wie vie-
le Schiaden im Zeitintervall [0, t] eingetreten sind. Als Standardannahme fungiert hierbei die

Annahme P(T; > 0) = 1 und somit P(N(0) = 0) = 1.

Die Grofle N = N(1) entspricht dann der Schadenzahl in der ersten Periode, die Verteilung

von N wird als Schadenzahlverteilung bezeichnet.

Eine weitere alternative Charakterisierung des Schadenzahlprozesses kann iiber die Schaden-
zwischenzeiten (claim interocurrence times bzw. claim interarrival times) erfolgen. Diese

sind definiert durch

(23) W1 :Tl, W2:T2*T1, ceey Wn:Tn*Tnfl.

Als Standardmodell fiir einen Punktprozess bzw. fiir den Schadenzahlprozess im Besonderen
ist ohne Zweifel der homogene Poissonprozess (HPP) anzusehen. Wir geben im Folgenden
eine traditionelle axiomatische Charakterisierung des HPP, wie sie etwa in Parzen (1962, 118
f.) zu finden ist%. Eine zentrale Rolle spielen hierbei die Zuwichse N(t + h) — N(t) des Prozes-

ses, d.h. die Anzahl von Schiden im Zeitintervall [t, t + h].

9 Fiir alternative Charakterisierungen vgl. etwa Rolski et al. (1999, 157) sowie Cont/Tankov (2004, 44 {f.).



Ein Zahlprozess {N(t), t > 0} heilt homogener Poissonprozess (HPP), wenn die folgenden

Anforderungen erfiillt sind:

(2.4a) N(@0)=0
(2.4b) N(t) besitzt unabhéngige Zuwichse (liber disjunkte Zeitintervalle)
(2.4¢) Fiir alle t > 0 gilt 0 < P[N(t) > 0] < 1.

In jedem Zeitintervall [0, t] kann somit (unabhingig davon, wie klein dieses ist) mit positiver

Wabhrscheinlichkeit ein Ereignis eintreten, aber es muss keines eintreten.

(2.4d) N(t) besitzt stationdre Zuwichse

(2.4e) N(t) ist ein Prozess ohne multiple Ereignisse (regulédrer Prozess)

Formal lauft dies auf die Forderung

o PIN(t+h) - N() > 2]
10 P[N(t+h)— N(t) =1]

=0 f.alle t>0

hinaus. Die Wahrscheinlichkeit, dass in einem kleinen Zeitintervall mehr als ein Schaden ein-
tritt, ist somit klein im Vergleich zur Linge des Intervalls. Diese Anforderung schlie3t die

Moglichkeit des Eintretens von Kumulschéden aus.

Aus den vorstehenden Axiomen lésst sich folgern, dass ein Parameter A > 0 existiert, so dass

gilt:

B e—?»t (Xt)n
Y

(2.5) P,(t) = P[N(t) =n]
Die sog. Zahlverteilung Py(t) folgt somit einer Poissonverteilung mit dem Parameter At. Im
Spezialfall t = 1 (Schadenzahlverteilung) liegt eine Poissonverteilung mit dem Parameter A

VOr.



Weitere Eigenschaften des HPP sind:

1)

2)

3)

4)

5)

E[N(t)] = Var[N(t)] = At.

Erwartungswert und Varianz der Zahlverteilung iiber ein fixiertes Zeitintervall [0,t]
sind somit stets gleich grof3. Dies ist eine kritische Eigenschaft im Hinblick auf empi-
rische Anwendungen des HPP. Ferner sind Erwartungswert und Varianz proportional

zur Lénge des betrachteten Zeitintervalls.

Aufgrund der unabhédngigen Zuwichse ist der HPP ein Markovprozess, speziell ein

Geburtsprozess mit Intensitit A.

Die Schadenzwischenzeiten sind unabhédngig und exponentialverteilt mit Parameter

1/A.

Die Schadeneintrittszeitpunkte folgen einer Erlang-Verteilung (d.h. einer Faltung von
Exponentialverteilungen) bzw. 2 AT, folgt einer Chi-Quadrat-Verteilung.

Der HPP ist wie der Wienerprozess ein Lévy-Prozess (d.h. charakterisiert durch unab-
héngige und stationdre Zuwichse). Der Wienerprozess besitzt jedoch stetige Pfade, der

HPP aber Pfade mit Spriingen (Sprungprozess, Jump Process).

Wenden wir uns schlieBlich noch der Interpretation des Poissonparameters zu. Zunichst gilt

(2.6)

s pir PINGE+ 1) = N(D) > 0]

h—0 h

Es liegt somit eine konstante Intensitit eines Schadeneintritts (Schadenintensitit) vor. Die

Wahrscheinlichkeit fiir einen Schadeneintritt in einem Zeitintervall der Lange h ist daher ap-

proximativ gleich Ah.

Ferner gilt A = E[N(1)], d.h. A entspricht der mittleren Schadenzahl in einer Periode der Lan-

ge 1.
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Der Parameter A wird im Kontext der Schadenversicherung auch als Schadenneigung (acci-

dent proneness) interpretiert.

Eine leichte Variation des Basismodells der Schadenzahlverteilung mit einem konstanten (en-
dogenen) Parameter A besteht schlieBlich darin, diesen im Wege eines (typischerweise linea-
ren) Regressionsmodells!O 11 als Funktion von exogenen Parametern Xy, ..., X, anzusetzen,

beispielsweise also

(2.7) A=b,+b x, +..+b x, .

In der Schadenversicherung kann dies insbesondere im Kontext von Tarifierungsmodellen
eingesetzt werden!2, um im Wege einer simultanen Modellierung!3 die unterschiedliche

Schadenneigung einzelner Tarifklassen zu erfassen!4.

Gibt man beim HPP die Forderung des Vorliegens stationdrer Zuwichse auf, so resultiert
hieraus der inhomogene Poissonprozess (IPP). Dieser ist insbesondere gekennzeichnet durch

eine zeitabhéngige Schadenintensitét

P[N(t+h)—N(t) > 0]
h

(28) Mt) = lim ;

beispielsweise A(t) = a exp(—bt).

t
Definiert man A(t) = IX(S) ds, so lautet die Zahlverteilung nunmehr
0

(2.9) P (t)=e "[AM)] /n!

10 7y den theoretischen Grundlagen eines solchen Modells vgl. insbesondere Albrecht (1983 a).

11 Entspricht einer der exogenen Parameter einer Zeitvariablen (Alternative: Modellierung alternativer Zeitperi-
oden mit Dummyvariablen), so liegt bereits eine Variante des inhomogenen Poissonprozesses vor.

12 vgl. etwa Albrecht (1983 b).
13 Im Unterschied zu einer fiir jede einzelne Tarifklasse separaten Modellierung.

14 Analog kann dies im Kontext operationeller Risiken benutzt werden, um fiir die in Kapitel 3 behandelten
Risikozellen des Geschéftsfeld/Ereigniskategorie-Typus eine simultane Schétzung der erwarteten Anzahl o-
perationeller Risiken durchzufiihren.
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und es gilt E[N(t)] = Var [N(t)] = A(t).

Der IPP besitzt nun zwar keine stationdren Zuwichse mehr, aber nach wie vor unabhéngige
Zuwichse. Er ist daher ein Markovprozess, insbesondere ein Geburtsprozess mit Intensitits-

funktion A(t).

Wenden wir uns nunmehr dem gemischten Poissonprozess zu. Dieser kann auf sehr unter-
schiedliche Arten und Weisen eingefiihrt werden!S. Wir folgen im Weiteren der traditionellen

auf (Ove) Lundberg (1964) zuriickgehenden Charakterisierung.
Ein gemischter Poissonprozess (mixed Poisson process, MPP) ist ein Markovscher Geburts-
prozess mit Zustandsraum IN, fiir dessen Zahlfunktion gilt (gemischte Poissonverteilung)

2.10) P ()= j ™ O"‘) duoy

wobei U(A) die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen A mit U(0) = 0 ist. U(A) wird als

mischende Verteilung des Prozesses bezeichnet.

Im Kontext der Schadenversicherung basiert diese Modellierung auf der folgenden intuitiven
Uberlegung. Die Schadenneigung der Mitglieder eines Kollektivs ist nicht identisch (homo-
genes Kollektiv) und auch nicht deterministisch, sondern eine Zufallsgréfe. Pro Versiche-
rungsnehmer erfolgt eine zufillige Realisation A = A und legt damit dessen konkrete Scha-
denneigung fest!®. Die mischende Verteilung (Strukturfunktion) quantifiziert die Verteilung

der Schadenneigung im betrachteten Kollektiv und damit die Heterogenitit dieses Kollektivs.
Im Falle des MPP mit mischender Variable A folgt insbesondere
(2.11a) E[N(t)] =t E(A)

und

15 Vgl. hierzu etwa Albrecht (1981).
16 Man vgl. hierzu etwa auch das in Bithlmann (1970, 65 ff.) dargestellte Urnenmodell.
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(2.11b) Var[N(t)] = t*Var(A) + t E(A) > E[N(t)].

Diese Relation von E[N(t)] und Var[N(t)] ist oftmals empirisch realistischer als E[N(t)] =
Var[N(t)] wie beim HPP und IPP. Zugleich spiegelt diese Eigenschaft eine groBere Gefahr-
lichkeit der Schadenzahlverteilung wider, d.h. es besteht eine groBere Wahrscheinlichkeit fiir
hohere Schadenzahlen. Der MPP besitzt stationdre Zuwichse, jedoch keine unabhéngigen

Zuwichse.

Ein prominenter Vertreter des MPP ist der POlya-Prozess. Hierbei verwendet man die Gam-

ma-Verteilung als mischende Verteilung und es resultiert

_1 n a
2.12) Pn(t)z(n +j J(ﬁ] (ﬁj .

Dies ist eine Form der negativen Binomialverteilung.

Es gilt weiter:
at at t
(2.13) E[N(t)] = 5 Var[N(t)]= F(l + E) .

Wenden wir uns abschlieBend dem doppelt-stochastischen Poissonprozess!7 (doubly sto-
chastic Poisson process) zu. Dieser geht zuriick auf Cox (1955) — wird deshalb neuerdings
auch Cox-Prozess genannt — und entsteht intuitiv, indem man die Intensititsfunktion A(t) des

IPP als stochastischen Prozess A(t) auffasst.

Definieren wir die (mischende) Verteilungsfunktion U(A, t) durch

(2.14) ULt =P(A*(H) <L),

t
wobei A’(t) = '[A(s) ds, so resultiert hieraus als Zahlverteilung
0

17 Vgl. ndher etwa Grandell (1976).
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(2.15) P (t)= IﬂU(dl = E{A*n(t) - (t):|
0 n!

Im Spezialfall einer zeitunabhéngigen stochastischen Intensitétsfunktion bzw. zeitunabhingi-

gen mischenden Verteilung ergibt sich wieder der MPP.

Die Zéahlverteilung (2.15) kann jedoch nur fiir wenige einfache (und damit unrealistische)
Modelle bestimmt werden, so dass Anwendungen in der Schadenversicherung nur vereinzelt
existieren. Weitere Anwendung haben Cox-Prozesse im Rahmen von Kreditrisikomodellen

gefunden!8,

Damit beschlieBen wir unsere Ausfiihrungen zum Schadenzahlprozess und verweisen fiir wei-
tere Verallgemeinerungen (etwa: Erneuerungsprozesse, Lévy-Prozesse, allgemeine Punktpro-

zesse) auf die entsprechende Literatur!®,

2.3 Die Schadenhdhe

Als Verteilung fiir die Schadenhdhe pro Schadenfall kommt grundsétzlich jede Verteilung
einer Zufallsvariablen X > 0, d.h., in Termen der Verteilungsfunktion F(0) = 0, in Frage. In
der Literatur betrachtet werden standardméBig u.a. Exponential-, Gamma-, Lognormal- und
Paretoverteilung, daneben auch Inverse Gaul3-, Weibull-, Loggammaverteilung sowie viele
andere mehr. Uberblicke iiber entsprechende Verteilungen bzw. Klassen von Verteilungen
enthalten Kleiber/Kotz (2003), Klugman et al. (2004, Appendix A) sowie McNeil et al. (2005,
Appendix A.2). Diskussionen auf der Basis empirischer Daten sind beispielsweise zu finden

in Mack (1997) sowie in McNeil20 (1997).

Von grofer Relevanz fiir einzelne Versicherungszweige, vor allem im Haftpflichtbereich, in
der Industrieversicherung, im Bereich der Versicherung von Naturkatastrophen sowie der

Riickversicherung, sind geféhrliche Verteilungen (heavy tailed distributions, fat tailed distri-

18 vgl. etwa Lando (2004, 112 ff).
19 Etwa Biihlmann (1970), Mikosch (2004), Rolski et al. (1999) oder Schmidt (1996).

20 Hier auf Basis der Extremwerttheorie.
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butions). Geféahrliche Verteilungen beinhalten die Moglichkeit, dass sich — relativ zum Erwar-
tungswert — sehr grofle (,,extreme*) Schadenhéhen mit nicht zu vernachldssigender Wahr-
scheinlichkeit realisieren kdnnen. Von Relevanz ist hier somit die Ausprdagung des (rechten)
Randbereichs (Verteilungsende, Verteilungsflanke, Tail) der Schadenh6henverteilung. Hier
besitzen gefdahrliche Verteilungen mehr Wahrscheinlichkeitsmasse als die nicht gefahrlichen
Verteilungen (medium und light tailed distributions). Intuitiv erfordern daher gefahrliche Ver-

teilungen insbesondere eine hohere Unterlegung mit Risikokapital.

Aufgrund der besonderen Relevanz gefahrlicher Verteilungen sowohl in der Schadenversiche-
rung als auch im Kontext operationeller Risiken haben wir grundlegende Konzepte zu ihrer
quantitativen Charakterisierung im Anhang zusammengestellt. Wie dort ausgefiihrt, bilden die
sogenannten subexponentiellen Verteilungen eine besonders geeignete Verteilungsklasse zur

Représentation gefdhrlicher Verteilungen.

Zu den subexponentiellen Verteilungen gehoren die Lognormalverteilung, die Weibullvertei-
lung (fiir Parameterwerte 0 < t < 1) und die Benktanderverteilungen sowie als ,,besonders
gefahrliche® Vertreter die Pareto-, die Burr-, die Loggammaverteilung sowie stabile Vertei-
lungen. Die besonders gefihrlichen Verteilungen2! besitzen dabei insbesondere die Eigen-
schaft, dass nicht alle Momente E(X") endlich sind. Zu den nicht geféhrlichen Verteilungen
zéahlen beispielsweise die Exponential-, die Gamma-, die Weibull- (fiir Parameterwerte t > 1)
und die gestutzte Normalverteilung. Auch diese sind grundsitzlich von Relevanz, da es auch
,weniger gefahrliche® Versicherungszweige, wie etwa die Kraftfahrzeughaftpflichtversiche-

rung gibt.

2.4  Der Gesamtschadenprozess

Kommen wir damit zuriick auf den Gesamtschadenprozess gemil3 (2.1a) bzw. als Spezialfall

auf die Gesamtschadenverteilung (2.1b).

21 7y deren niherer Charakterisierung vgl. man erneut den Anhang.



15

Die Standardannahmen, auf die wir uns in der vorliegenden Ausarbeitung beschrinken wer-
den?2, bestehen dann darin, zum einen die Schadenhhen X; als unabhiingige und identisch
nach X verteilte ZufallsgroBen anzunehmen und zum anderen fiir jedes feste t und alle 1 von

der Unabhéngigkeit von N(t) und den X; auszugehen.

Ist N(t) dann ein HPP, so bezeichnet man S(t) als zusammengesetzten Poissonprozess (com-
pound Poisson process, CPP) bzw. die Verteilung von S = S(1) als zusammengesetzte Pois-
sonverteilung. Die Eigenschaft unabhéngiger und stationdrer Zuwéchse des HPP iibertragt
sich dabei (dies gilt auch generell?3) auf den zusammengesetzten Prozess. Der CPP gehort
damit genauso wie der HPP (oder aber auch der Wienerprozess) zur allgemeinen Klasse der

Lévy-Prozesse.
Bei Giiltigkeit der Standardannahmen gelten die folgenden Beziehungen:

(2.16) E[S()] = E[N(D]E(X)

(2.17) Var[S(t)] = E[N(t)] Var(X) + E(X)’ Var[N(t)]

(2.18) H;O
=>P.OF"(x), x>0, t>0,

dabei bezeichnet F"* die n-te Faltung der Verteilungsfunktion F.

Des Weiteren gilt:

P50 (5) = E[e™“]=E{E["™ "™ N(t) =n]}
(2.19) =E{[E(")""} = E[¢y (s)""] = E[e"""*x¥]
=My [logey ()],

22 7u aktuellen Verallgemeinerungen vgl. etwa Albrecher/Boxma (2004), Boudreault et al. (2006) sowie Igna-
tov/Kaishev (2000).

23 Vgl. etwa Schmidt (1996, 105 ff.).
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dabei bezeichne ¢ die charakteristische Funktion und m die momenterzeugende Funktion.

2.5  Auswertung der Gesamtschadenverteilung

Die Verteilungsfunktion des Gesamtschadens gemal3 (2.18) ldsst sich allerdings nur flir sehr
einfache (und nicht praxisrelevante) Félle explizit (d.h. analytisch) bestimmen. Man ist daher
auf Verfahren der Monte Carlo-Simulation oder aber auf Approximationsverfahren angewie-
sen. Neben einer direkten Verteilungsapproximation (beispielsweise einer Gamma-
Approximation24) haben in der risikotheoretischen Literatur vor allem die Panjer-Rekursion
(diese beruht auf einer Diskretisierung der Schadenhdhenverteilung und setzt als Schaden-
zahlverteilung im Wesentlichen Binomial-, Poisson- oder Negative Binomialverteilung vor-
aus) sowie die Fast Fourier Transformation (basierend auf numerischen Verfahren der Inver-

sion der charakteristischen Funktion) groBere Bedeutung erlangt25.

Interessiert man sich nur fiir die Eigenschaften der Gesamtschadenverteilung fiir groe Sché-
den, d.h. das Tailverhalten, so beinhaltet das Theorem 1.3.9 in Embrechts et al. (1997, 45)
eine  fundamentale = Charakterisierung. Ist X  subexponentiell —und  gilt
Z(l +¢€)" P (n)<oo fiireine >0 (diese Bedingung ist beispielsweise erfiillt fiir den homoge-
n=0

nen, den inhomogenen sowie den gemischten Poissonprozess), so ist G; ebenfalls subexpo-

nentiell und es gilt

(2.20) lim% = E[N(t)] bzw. G,(x) ~E[N®)]E(x) f x - .
X—>00 X

Der Tail von S(t) ist somit im Falle einer gefahrlichen Schadenhdhenverteilung bestimmt
durch den Tail der Schadenhdhen. Interessanterweise spielt hierbei Var [N(t)] keine Rolle,
d.h. es geniigt, hinsichtlich des Schadenzahlprozesses fiir empirische Anwendungen mit einer

Schitzung fiir E[N(t)] zu arbeiten.

24 vgl. etwa Beard et al. (1984, 121) oder McNeil et al. (2005, 477).

25 Vgl. zu den diversen Verfahren etwa Beard et al. (1984, 100 ff.), Buchwalder et al. (1993), Heilmann (1987,
79 ff.), Klugman et al. (2004,159 ff.), McNeil et al. (2005, 476 ff.) sowie Mikosch (2004, 126 ff.).
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2.6 Quantilbestimmung und Value at Risk

In vielen Anwendungen des Risikomanagements, insbesondere im Kontext der Risikokapital-
bestimmung, interessiert man sich nicht fiir die gesamte Verteilungsfunktion, sondern nur fiir

bestimmte Partialinformationen. Von besonderem Interesse sind die (1-a)-Quantile
Q,_ [S()]=G;"'(1-a) fiir vorgegebene Konfidenzniveaus 0 < o < 1 (klein), denn diese ent-

sprechen dem Value at Risk der Gesamtschadenverteilung zum Konfidenzniveau a (liber die

betrachtete Periode [0,t]).

Grundsitzlich kann die Quantilbestimmung auf der Basis jeder der in Abschnitt 2.5 darge-
stellten Methoden zur Berechnung der Gesamtschadenverteilung erfolgen. Im Allgemeinen ist
es hierbei jedoch nicht moglich, die Verbindung zwischen den Parametern der zugrundelie-
genden Verteilungen und dem Value at Risk herzustellen, d.h. entsprechende Sensitivitéitsana-
lysen sind sehr aufwéndig. Aus diesem Grunde besteht ein Interesse an der Entwicklung ex-

pliziter Approximationsformeln fiir die Quantilbestimmung.

Ein Beispiel hierfiir bietet die Normal-Power (NP)-Approximation, einer in der Risikotheorie
sehr populdren Approximation, die zuriickgeht auf Studien einer Gruppe finnischer Versiche-
rungsmathematiker um Pentikainen, vgl. etwa Beard et al. (1984, 107 ff.). Im Kern beruht
diese Approximation auf einer Edgeworth-Entwicklung. Das (1-a)-Quantil von S(t) besitzt

hierbei die explizite Approximation

Q.. [S(H]= E[S(O]+N,_, o[S(D)]
(2.21) 1 (N2, -1) M, [S(D)]

+ o .
6 Var[S(1)]

Dabei entspricht M3 dem dritten absoluten Moment.
Liegt dem zusammengesetzten Poissonprozess ein homogener Poissonprozess mit Parameter

A als Schadenzahlprozess zugrunde, dann gilt E[S(t)] = At E(X), Var[S(t)] = At E(X?) sowie
M;[S(H)] = At E(XY).
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Die NP-Approximation ist hierbei zufriedenstellend, so lange die Schiefe von S(t) nicht zu

grof} ist. Als Faustregel wird hier in der Literatur ein Wert von 3 genannt26,

Verbesserte Approximationen (unter Berilicksichtigung hoherer Momente) lassen sich etwa
auf Basis der Cornish-Fisher-Entwicklung gewinnen und sind auch auflerhalb der versiche-

rungsmathematischen Sphire bekannt?”.

Eine weitere Alternative der approximativen Quantilbestimmung bietet die Ausnutzung der
Beziehung (2.20) fiir subexponentielle Schadenhdhenverteilungen. Da G(Qi,) =
1 —E[N(t)] [1 = F(Qi.0)] = 1 — a folgt hieraus die Approximation

af, @
(2.22) Q. [S®]~F (1 E[N(t)]j fa—>0.

Betrachten wir beispielsweise die Nullpunkt-Paretoverteilung mit

(2.23) F(x)= (b Z Xj_c = (1 + %j_c firx>0

als Schadenhohenverteilung, so folgt entsprechend
EINT)
(2.24) VaR, () =Q,_,[S(H)]=D {(—j —1} .
a

Bocker/Kliippelberg (2005) fiihren eine Simulationsstudie fiir b = 1 durch und kommen zum
Schluss, dass gerade fiir kleine ¢ ("extremely heavy-tailed data") diese Approximation sehr

gut ist.

Bocker/Kliippelberg (2005) weisen ferner nach, dass

(2.25) VaR, (o) ~t"*VaR () f. t>0 unda — 0.

26 vgl. etwa Sundt (1993, 146).
27 Vgl. etwa Deutsch (2004, 421), Holton (2003, 152) oder Jaschke (2002).
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Die Zeitskalierung besitzt somit in diesem Falle nicht die aus dem Gebiet der Marktrisiken

bekannte Form +/t. Fiir kleine ¢ (groBe 1/c) wichst der Value at Risk im Paretofall somit ra-

pide (und viel schneller als +/t ) an28.

3. Operationelles Risiko
3.1  Basel Il und Solvency II

Der neue Baseler Eigenkapitalakkord?® (kurz: Basel II) enthilt eine Reihe von Ausfiihrungen
und Regelungen fiir das operationelle Risiko im Bankenbereich, die wir im Folgenden selek-
tiv kurz darstellen werden. Ergénzend gehen wir auf die Sichtweise der deutschen Versiche-
rungswirtschaft sowie der Versicherungsaufsicht im Rahmen der aktuellen Diskussion um
Solvency II, d.h. der kiinftigen Regulierung der Kapitalanforderungen fiir Versicherungsun-

ternehmen, ein39.
Beginnen wir zunichst mit der gewahlten Definition des operationellen Risikos.

Definition: (Par. 644)
Operationelles Risiko ist die Gefahr von Verlusten, die in Folge der Unangemessenheit oder
des Versagens von internen Verfahren, Menschen und Systemen oder in Folge externer Er-

eignisse eintreten.

Die im Rahmen von Basel II gewiéhlte Definition schlieBt dabei Rechtsrisiken®' ein, beinhaltet

aber nicht strategische Risiken oder Reputationsrisiken.

28 Im in Kapitel 3 dargestellten Kontext operationeller Risiken bringen Bdcker/Kliippelberg (2005) diesen
Sachverhalt folgendermaf3en auf den Punkt: ,,To put it simply, operational risk can be a long term killer.*

29 Vgl. hierzu erneut Baseler Ausschuss fiir Bankenaufsicht (2004, Abschnitt 5).

30 Vgl. hierzu aktuell Gesamtverband der Deutschen Versicherungswirtschaft (2007) sowie Dolker (2006,
49 ff.).

31 Rechtsrisiken beinhalten dabei unter anderem die potenzielle Verpflichtung zu Bufigeldern, Geldstrafen oder
Straf(zahlung)en resultierend aus aufsichtlichen Mainahmen oder privatrechtlichen Vereinbarungen.
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Eine analoge, stirker auf die Spezifika des Versicherungsgeschéfts abstellende Definition
findet man in Gesamtverband der Deutschen Versicherungswirtschaft (2007, S. 8), wobei hier

von ,,operationalen‘ Risiken gesprochen wird:

Operationale Risiken sind die Gefahr von Verlusten als Folge von Unzulinglichkeiten3? oder
des Versagens von Menschen, internen Prozessen oder Systemen sowie auf Grund externer
Ereignisse. Rechtsrisiken sind eingeschlossen. Reputationsrisiken, Risiken aus strategischen
Entscheidungen sowie die im Rahmen von Versicherungsprodukten aktiv tibernommenen

Risiken fallen nicht unter die operationalen Risiken.

Das operationale Risiko bildet in der Versicherungswirtschaft neben dem Kapitalanlagerisiko
eine der beiden Risikokategorien, die Schaden- und Unfallversicherer sowie Lebens- und
Krankenversicherer gemeinsam betreffen. Die Kalkulationsrisiken bei Lebens- und Kranken-
versicherern sowie das versicherungstechnische Risiko und das Riickversicherungsausfallrisi-

ko bei Schaden- und Unfallversicherern werden dagegen spartenspezifisch betrachtet.

Die vorstehenden Definitionen beinhalten zugleich eine Kategorisierung operationeller Risi-
ken nach den vier Ursachenkategorien technische Ursachen, Menschen, Organisation sowie

externe Faktoren33.

Hinsichtlich der Messmethodik ldsst Basel II des Weiteren drei methodische Ansétze zur Be-
rechnung der Kapitalanforderungen34 fiir operationelle Risiken zu, welche sich durch zuneh-

mende Komplexitit und Risikosensitivitit auszeichnen33,

(1) den Basisindikatoransatz
(1)  den Standardansatz
oder

(ii1))  ambitionierte Messansitze (Advanced Measurement Approach, AMA).

32 Die Ubersetzung des englischen Begriffs "inadequacy" durch "Unzulénglichkeit" anstelle von "Unangemes-
senheit" erscheint dabei sachgerecht.

33 Eine weitergehende Untergliederung in Subkategorien findet man in Gesamtverband der Deutschen Versi-
cherungswirtschaft (2007, Anlage 1).

34 Neben diesen Regelungen im Hinblick auf eine Kapitalunterlegung existieren nationale bankaufsichtliche
Vorschriften zur Begrenzung von operationellen Risiken, vgl. etwa Hartmann-Wendels et al. (2007, 384).

35 Vgl. Baseler Ausschuss fiir Bankenaufsicht (2004, Par. 645).
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Der Basisindikatoransatz36 setzt in pauschaler Weise an einem gesamtbankbezogenen Indika-
tor fiir das operationelle Risiko an. Der Kapitalunterlegungsbetrag ergibt sich aus der Multi-
plikation des durchschnittlichen jihrlichen Bruttoertrags der letzten drei Jahre37 mit einem
vorgegebenen Prozentsatz (Alpha genannt) in Hohe von 15%. Bruttoertrag in diesem Sinne ist
dabei das Zinsergebnis zuziiglich zinsunabhingiger Ertriige38.

Formal gilt somit fiir die Kapitalanforderung im Jahr t

3 .
lZa max (GI'™,0),
ni5

(3.1) RC =
wobei GI'" der Bruttoertrag (gross income) des Jahres t — i, n die Anzahl der drei letzten Jahre

mit positivem Bruttoertrag und oo = 0.15 ist.

Der Basisindikatoransatz beruht somit auf einer einfachen und pauschalen volumenbasierten

Messvorschrift.

Eine verwandte Vorgehensweise ist in dem vor dem Hintergrund von Solvency II vom Ge-
samtverband der Deutschen Versicherungswirtschaft in Zusammenarbeit mit der Bundesan-
stalt fiir Finanzdienstleistungsaufsicht entwickelten sogenannten Standardmodell vorgese-
hen3?, das in dieser Form auch vom Committee of European Insurance and Occupational Pen-
sions Supervisors (CEIOPS) im Rahmen der Quantitative Impact Study (QIS) 2 verwendet
worden ist. Dabei wird die Solvenzkapitalanforderung fiir das operationelle Risiko als Maxi-
mum eines Prozentsatzes x der verdienten Bruttobeitrdge und eines Prozentsatzes y der versi-
cherungstechnischen Riickstellungen ermittelt, wobei der Faktor x(y) in der Lebensversiche-
rung 6% (0.6%), in der Krankenversicherung 3% (0.3%) und in der Scha-
den/Unfallversicherung#9 3% (3%) betriigt.

36 Vgl. Baseler Ausschuss fiir Bankenaufsicht (2004, Par. 649 {f.).

37 Wobei nur Jahre mit einem positiven Bruttoertrag beriicksichtigt werden.

38 Definiert durch die nationale Bankenaufsicht und/oder die nationalen Rechnungslegungsstandards.
39 Vgl. hierzu etwa Délker (2006, 53, FuBnote 166).

40 In der Schaden/Unfall-Versicherung werden dabei die versicherungstechnischen Riickstellungen auf die
Bruttoschadenriickstellungen eingeschrankt.
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Als MaBstab fiir die Kapitalanforderung fungiert damit als sogenannter Risikotrdger ein Maf}
fiir die GroBe des Geschiifts. Jiingere Uberlegungen4! verwenden das Gesamt-SCR (Solvency
Capital Requirement) als Risikotrdger, wodurch gutes Risikomanagement tendenziell belohnt
wird, und nicht mehr die Grofle des Geschifts sondern ein Maf3stab fiir das Risiko des Ge-

schéfts das fiir das operationelle Risiko zusétzliche Kapitalerfordernis festlegt.

Kommen wir damit zuriick zum Bankenfall und hier zum Standardansatz. Im Rahmen dieses
Ansatzes werden zundchst die Aktivititen der Bank acht aufsichtlich definierten Geschéfts-
feldern zugeordnet. Es sind dies#2 43: Unternehmensfinanzierung-/beratung (Corporate Finan-
ce), Handel (Trading & Sales), Privatkundengeschéft (Retail Banking), Firmenkundenge-
schift (Commercial Banking), Zahlungsverkehr und Wertpapierabwicklung, Depot- und
Treuhandgeschifte (Agency Services), Vermogensverwaltung und Wertpapierprovisionsge-

schaft.

Fiir jedes dieser Geschiftsfelder ergibt sich dann der Kapitalunterlegungsbetrag aus der Mul-
tiplikation des durchschnittlichen jéhrlichen Bruttoertrags des jeweiligen Geschiftsfelds mit
einem aufsichtlich vorgegebenen Prozentsatz (Betafaktoren44 genannt, je nach Geschiftsfeld
in einem Bereich#5 zwischen 12% und 18%). Die Gesamtkapitalanforderung wird dann als
Drei-Jahres-Durchschnitt der regulatorischen Kapitalanforderungen fiir die einzelnen Ge-
schiftsfelder in jedem Jahr errechnet. Dabei konnen aber negative Kapitalanforderungen in
einzelnen Geschéftsfeldern, die aus negativen Bruttoertridgen resultieren, mit positiven Kapi-
talanforderungen in andern Geschiftsfeldern zur Ginze verrechnet werden*6. Ist jedoch die
aggregierte Kapitalanforderung eines Jahres negativ, so ist fiir dieses Jahr die Gesamtkapital-
anforderung auf null zu setzen. Formal ergibt sich daher die Gesamtkapitalanforderung im

Jahrt zu

41 Vgl. hierzu Gesamtverband der Deutschen Versicherungswirtschaft (2007, 14 f.).
42 Vgl. Baseler Ausschuss fiir Bankenaufsicht (2004, Par. 652 und Anhang 6).

43 Fiir eine entsprechende versicherungszweigbasierte Systematisierung von Geschiftsfeldern im Versiche-
rungsbereich vgl. Dolker (2006, 66).

44 Die Betafaktoren dienen als Néherungswert fiir das Verhiltnis zwischen branchenweiten operationellen Ver-
lusten und den branchenweit aggregierten Bruttoertrigen fiir das jeweilige Geschéftsfeld. Zu einer kritischen
Analyse der Betafaktoren aus empirischer Sicht vgl. Moscadelli (2004).

45 Fiir Details vgl. Baseler Ausschuss fiir Bankenaufsicht (2004, Par. 654).

46 Im Rahmen eines nationalen Wahlrechts kénnen hier strengere Anforderungen gestellt werden.
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(3.2) RC =

S| =

i{max {i B,GL™ OH ,

wobei GI;"i der Bruttoertrag des Geschiftsfelds j im Jahr t—1, B; der Betafaktor des Ge-

schéftsfelds j und n die Anzahl der Jahre mit positiver aggregierter Kapitalanforderung ist.

Alternativ kann die nationale Aufsichtsbehdrde einer Bank gestatten, den Alternativen Stan-
dardansatz zu wihlen. Abweichungen von dem Standardansatz bestehen dabei nur in den Ge-
schéftsfeldern Privatkunden und Firmenkunden. Bei diesen wird anstelle des Bruttoertrags das
ausstehende Kreditvolumen als Mallgro3e genommen und dieses mit einem Faktor von m =

0.035 multipliziert, um den Kapitalunterlegungsbetrag zu ermitteln4.

Im Kontext der deutschen Versicherungswirtschaft wird eine solche Vorgehensweise nicht als

gangbarer Weg angesehen48.

Im Unterschied zum Basisindikatoransatz erfolgt beim Standardansatz und beim Alternativen
Standardansatz eine geschiftsfeldbezogene Differenzierung der notwendigen Kapitalunterle-
gung. Die geschiftsfeldbezogene Kapitalermittlung erfolgt jedoch nach wie vor in einer pau-

schalen Weise.

Indikatorbasierte Verfahren beinhalten aufgrund ihrer mangelnden Sensitivitit beziiglich der
geschiftsinhdrenten operationellen Risiken nur wenig Anreiz fiir ein gutes Management die-
ser Risiken. Die Unternehmen werden aufgrund reiner volumenbasierter Maf3stdbe, unabhén-
gig von ihrem tatsdchlichen operationellen Risiko, durch Eigenmittelanforderungen belastet.

Erst bei Verwendung eines internen Risikomodells kann diese Problematik beseitigt werden.

Wenden wir uns damit den ambitionierten Messansédtzen (AMA) zu. Diese basieren im Unter-
schied zum Basisindikatoransatz und zum Standardansatz nicht auf einer vorgegebenen for-
melméfBigen Kapitalbestimmung, sondern auf einem zu entwickelnden bankinternen Modell

sowie einem damit verbundenen Messsystem fiir operationelle Risiken, vergleichbar mit in-

47 Zu weiteren Details des Alternativen Standardansatzes vgl. Baseler Ausschuss fiir Bankenaufsicht (2004,
FuBnote 98).

48 Vgl. hierzu Gesamtverband der Deutschen Versicherungswirtschaft (2007, 16 f.).
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ternen Modellen fiir Markt- und Kreditrisiken. Entsprechend spezifiziert Basel II nur grund-

sdtzliche Anforderungen an den AMA, auf die wir im Folgenden selektiv eingehen werden.

Par 667:
Das vorgegebene Konfidenzniveau betrdgt 99.9% (a = 0.001) auf Jahresbasis. Eine Bank
muss nachweisen konnen, dass ihr Ansatz auch die potenziell schwerwiegenden Verlustereig-

nisse am oberen Rand der angenommenen Verteilung abbildet.

Par. 669:

... Zum Beispiel kann passieren, dass Schitzungen des 99.9%-Konfidenzintervalls, die im
Wesentlichen auf internen und externen Verlustdaten basieren, in Geschiftsfeldern mit ausge-
priagtem Randbereich ("heavy tail") und einer kleinen Anzahl beobachteter Verluste ungeeig-
net wiren. In solchen Fillen kdnnen Szenarioanalysen ... eine beherrschende Rolle spielen.
Umgekehrt konnen operationelle Verlustdaten eine dominantere Rolle in Risikomesssystemen
in den Geschiéftsfeldern spielen, in denen die ... auf diesen Daten basierenden Schitzungen

des 99.9% Konfidenzintervalls als verlasslich erachtet werden.

Par. 665:

Das interne Messsystem muss ... in der Lage sein, unerwartete Verluste basierend auf einer
Kombination von internen und aussagekriftigen externen Verlustdaten, Szenarioanalysen,
bankspezifischem Geschéftsumfeld und internen Kontrollfaktoren angemessen zu schitzen.
Zusétzlich muss das von der Bank benutzte Messverfahren die Allokation von 6konomischem
Kapital fiir operationelle Risiken iiber alle Geschiftsfelder in einer Weise unterstiitzend er-
moglichen, die Anreize zur Verbesserung des operationellen Risikomanagements auf Ge-

schéiftsfeldebene bietet.

Dariiber hinaus nimmt Basel 1149 eine Aufgliederung der operationellen Risiken in bestimmte
Kategorien fiir Verlustereignisse vor, die im Rahmen des AMA vom bankinternen Messsys-
tem erfasst werden miissen. Unterschieden werden hierbei sieben Ereigniskategorien (Interner

Betrug; externer Betrug; Beschiftigungspraxis und Arbeitsplatzsicherheit; Kunden, Produkte

49 Vgl. Baseler Ausschuss fiir Bankenaufsicht (2004, Par. 669, Punkt a)) in Verbindung mit Anhang 7.
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und Geschiftsgepflogenheiten; Sachschidden; Geschiftsunterbrechungen und Systemausfille;

Abwicklung, Vertrieb und Prozessmanagement), die ihrerseits weiter untergliedert werden30.

Des Weiteren enthélt Basel II noch Anforderungen im Hinblick auf die Aggregation von Risi-
kokapitalien einzelner Segmente von operationellen Risiken. Hierzu wird im Einzelnen ausge-

fiihrt31:

»Risikomessungen der unterschiedlichen Schitzer fiir operationelle Risiken miissen zur Be-
stimmung der aufsichtsrechtlichen Mindestkapitalanforderungen addiert werden. Gleichwohl
... kann gestattet werden, intern abgeleitete Korrelationen der operationellen Risiken zu be-
riicksichtigen ... . Die Bank muss ihre Korrelationsannahmen validieren, wobei angemessene

quantitative und qualitative Techniken zu verwenden sind.*

Basel II geht somit von der Annahme aus, dass eine Addition der Risikokapitalien der einzel-
nen Risikozellen (d.h. der unterschiedlichen Kombinationen aus Geschéftsfeldern und Ereig-
niskategorien), eine konservative Abschdtzung fiir das insgesamt notwendige Risikokapital
darstellt. Aquivalent hierzu ist offenbar die Annahme der Subadditivitit der operationellen
Risiken hinsichtlich des im Rahmen von Basel II verwendeten Risikomalles Value at Risk.
Dies ist jedoch nicht notwendigerweise der Fall. Neslehova et al. (2006) weisen darauf hin,
dass beispielsweise bei Annahme einer Paretoverteilung mit unendlich groBem Erwartungs-

wert2 der Value at Risk (sogar im Falle unabhiingiger Risiken) superadditiv ist.

Kommen wir damit schlieflich zum zentralen Gegenstand unserer Ausfithrungen, dem Loss
Distribution Approach (LDA). Dieser ist als ein konkreter systematischer Ansatz innerhalb
des AMA zu sehen. Zum LDA finden sich in Basel Committee on Banking Supervision

(2001, Appendix 6) die folgenden ndheren Ausfithrungen:

,under the Loss Distribution Approach, the bank estimates, for each business line/risk type

cell, the probability distribution functions of the single event impact and the event frequency

50 Eine alternative Untergliederung fiir den Versicherungsbereich enthilt Gesamtverband der Deutschen Versi-
cherungswirtschaft (2007, Anlage 2).

51 Vgl. Baseler Ausschuss fiir Bankenaufsicht (2004, Par. 669, Punkt d)).

52 Ob dies ein praxisrelevanter Fall ist, sei an dieser Stelle dahingestellt. Wir greifen diese Diskussion in Ab-
schnitt 3.2 wieder auf. An dieser Stelle geht es primér um die nicht vorhandene Allgemeingiiltigkeit der Sub-
additivitat.
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for the next (one) year using its internal data, and computes the probability distribution func-

tion for the cumulative operational loss.”

Pro fixierter Risikozelle lauft der LDAS3 somit auf das kollektive Modell der Risikotheorie

fiir t = 1 (zusammengesetzte Verteilung) hinaus.

Im Weiteren konzentrieren wir uns auf den LDA. Nicht jede Risikoart ist aber geniigend gut
quantifizierbar (z.B. Rechtsrisiken), um den LDA in sinnvoller Weise einsetzen zu konnen.
Ein weiterer kritischer Punkt ist, ob die Anzahl der zur Verfligung stehenden Daten ausrei-
chend ist, um die Verteilung oder auch nur bestimmte Quantile der Verlusthéhe glaubwiirdig
bestimmen zu konnen. Auf diese Probleme spielt Paul Embrechts (2005) mit der Wahl des
Vortragstitels "How to Model Operational Risk, if you must" an.

3.2 Loss Distribution Approach: Univariate Modelle

Im Folgenden fixieren wir typischerweise eine Zeitperiode sowie eine Risikozelle des Ge-
schéftsfeld/Ereigniskategorie-Typus geméf Basel II fiir ein Unternehmen (Bank) und wenden
auf dieses Segment den LDA an. Alternativ kann man auch gepoolte Daten34, d.h. unter-
schiedliche Gruppierungen der Originaldaten, oder aber die Gesamtheit der Realisierungen
operationeller Risiken eines Unternehmens betrachtend3. Alternativ zu dieser statischen Ver-
sion des LDA auf der Basis der Gesamtschadenverteilung gemif3 (2.1b) kann man auch die

dynamische Variante auf der Basis des Gesamtschadenprozesses (2.1a) betrachten.

Die Umsetzung des Modells der kollektiven Risikotheorie erfordert zunédchst sowohl die Spe-
zifikation der Schadenzahlverteilung bzw. des Schadenzahlprozesses (hier: Verteilung der
Anzahl operationeller Verluste) als auch der Schadenhdhenverteilung (hier: Verteilung der
Hohen operationeller Verluste). Zur Identifikation der fiir eine Quantifizierung operationeller

Risiken angemessenen Schadenzahl- bzw. Schadenhdhenverteilungen wurden mittlerweile

53 Zum LDA vgl. vor allem Cruz (2002), Frachot et al. (2001, 2003), Nystrom/Skoglund (2001), McNeil et al.
(2005, Abschnitt 10.1.3) sowie Panjer (2006).

54 5o poolt beispielsweise Moscadelli (2004) die Daten unterschiedlicher Banken im Hinblick auf verschiedene
Geschiftsfelder, d.h. die Datengruppierung erfolgt einerseits iiber verschiedene Ereigniskategorien und ande-
rerseits liber verschiedene Banken.

SRIN analysieren etwa Dutta/Perry (2006) den LDA sowohl auf der Risikozellenebene als auch auf der Unter-
nehmensebene.
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eine Vielzahl empirischer Studien durchgefiihrt3¢. Auf Basis dieser Studien ergeben sich nach

McNeil et al. (2005, S.469) die folgenden ,,stylized facts*:

(D) Loss severities have a heavy-tailed distribution
2) Losses occur randomly in time

(3)  Loss frequency may vary substantially in time.

Punkt (3) deutet darauf hin, dass neben den in der Literatur betrachteten Standardannahmen
eines homogenen oder gemischten Poissonprozesses (bzw. einer Poisson- oder etwa einer
Negativen Binomialverteilung in der statischen Variante) beispielsweise inhomogene Pois-

sonprozesse mit einer zeitvariablen Intensitdtsfunktion von Interesse sind>7.

Hinsichtlich der Schadenhdhenverteilung betrachten Moscadelli (2004) und De Fontnouvelle
et al. (2004) zunichst eine Vielzahl von Schadenhdhenverteilungen (im Uberblick: Exponen-
tial-, Gamma-, Weibull-, Gumbel-, Lognormal-, Loggamma-, Loglogistic-, Pareto- und Burr-
Verteilung). Beide Untersuchungen kommen jedoch zum Schluss, dass keine einzelne dieser
Verteilungen die Schadenhdhenrealisationen (realisierte Hohen operationeller Verluste) in
threm gesamten Spektrum, d.h. sowohl im Low/Medium-Severity-Bereich als auch im High

Severity-Bereich, angemessen abbilden kann38,

Um die Geféhrlichkeit operationaler Verlusthohen angemessen erfassen zu kdnnen, approxi-
mieren daher Moscadelli (2004) und de Fontnouvelle et al. (2004), gestiitzt auf Ergebnisse
(Balkema/de Haan/Pickands-Theorem>%) der Extremwerttheorie (EVT), die Verteilungsenden
der empirischen Verlustverteilung — prézise: den Tail der Verlustverteilung jenseits eines je-
weils noch festzulegenden Schwellenwerts — durch die verallgemeinerte Paretoverteilung mit

der Verteilungsfunktion

56 Extensive Studien wurden u.a. vorgelegt von De Fontnouvelle et al. (2004), Moscadelli (2004), Dolker
(2006) sowie von Dutta/Perry (2006).

57 Anwendungen hierzu finden sich etwa in Chavez-Demoulin et al. (2004, 2006).

58 3o fithrt etwa Moscadelli (2004, 64) aus ,,the results of the conventional inference support the hypothesis that
... the small/medium-sized operational risk data (i.e. the body of the loss distribution) have a different statis-
tical ‘soul’ than the tail data” und de Fontnouvelle et al. (2004, 16) schlieBen “that it may be difficult to fit
parametric loss severity distributions over the entire range of loss amounts”.

59 Vgl. etwa Borkovec/Kliippelberg (2000) oder McNeil (2000).
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1-(1+&x/ =0
(3.3) GPD(xigpy={ P
exp(—x/B) &=0.
Die verallgemeinerte Paretoverteilung gehort dabei fiir £ > 0 zu den ,,besonders gefahrlichen*

subexponentiellen Verteilungen®. Insbesondere sind die Momente EXY) fir a=1/E<k

nicht mehr endlich gro8.

Die von Moscadelli (2004) geschétzten Tailparameter liegen im Bereich von &= 0.85 (Ge-
schéftsbereich Vermogensverwaltung) bis &=1.39 (Geschéftsbereich Firmenkundenge-
schift). Alle Geschéftsbereiche fiihren damit auf eine Verteilung mit unendlicher Varianz
(§>0.5) und sechs Geschiftsbereiche sogar auf eine Verteilung mit unendlichem Erwar-
tungswert (£ > 1). Moscadelli (und auch andere) folgern hieraus eine extreme Gefahrlichkeit
operationaler Verlusthohen. Angesichts dieser exorbitant hohen Werte (die sich entsprechend
auch in auBerordentlichen Hohen des notwendigen Risikokapitals niederschlagen) erscheint es
uns allerdings plausibler zu vermuten, dass ein im Hinblick auf den Prozess der Datengenerie-
rung inaddquates Modell zur Anwendung gekommen ist. In der Tat hilt die Extremwerttheo-
rie einige Fallstricke (unter anderem die Annahme unabhéngiger und identisch verteilter
Schadenhdhen) bereitél. Problematisch ist auch, dass die statistische Inferenz ausschlieBlich
auf (stark zufallsbeeinflussten) Daten jenseits der gewidhlten Schwelle basiert, d.h. die kleinen
und mittleren Schiden (Verlusthohen) werden nicht angemessen beriicksichtigt. Dies beinhal-
tet die Gefahr einer Uberschitzung der Gefihrlichkeit der Verteilung operationeller Verluste

(bzw. allgemein der Schadenhdhenverteilung).

Auch einer der prominentesten Vertreter der Extremwerttheorie, Paul Embrechts, weist darauf
hin®2, dass ,traditional modelling approaches, including extreme value theory, reach their
limits as the structure of operational loss data is barely in line with the modelling assumpti-
ons“ und prisentiert®3 Beispiele von datengenerierenden Prozessen, bei deren Datenanalyse
extremwerttheoretische Methoden — da sie eben nur auf einem Teil der Daten ansetzen — zu
der Einschitzung gelangen konnen, dass (beispielsweise) ein unendlich groBer Erwartungs-

wert vorliegt, obwohl dies fiir den zugrunde liegenden Zufallsmechanismus nicht gilt.

60 Es gei an dieser Stelle nochmals auf den Anhang verwiesen.
61 vgl. hierzu etwa Diebold et al. (2000).

62 Vgl. Embrechts et al. (2003, 217).

63 In Neslehova/Embrechts/Chavez-Demoulin (2006).
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Die vorstehende Diskussion belegt nachdriicklich den Bedarf®4 und die Notwendigkeit, alter-
nativ zum FEinsatz der Extremwerttheorie parametrische Verteilungen zu identifizieren, die
den gesamten Wertebereich®> angemessen reprisentieren konnen, d.h. sowohl fiir die kleinen,
mittleren als auch groflen bis sehr groBen Realisierungen operationeller Verlusthhen eine

hohe Anpassungsgiite (Fit) beinhalten.

Einen ersten Durchbruch im Hinblick auf den vorstehend dargelegten Bedarf stellt die Arbeit
von Dutta/Perry (2006) dar. Die Autoren verwenden neben den schon in fritheren Analysen
untersuchten Verlusth6henverteilungen und dem extremwerttheoretischen Ansatz erstmals
zwel Vier-Parameter-Verteilungen, die verallgemeinerte Betaverteilung zweiter Art sowie die
GH-Verteilung. Die GH-Verteilung gehort zu einer Familie von Transformationen einer stan-
dardnormalverteilten Zufallsvariablen Z ~ N(0,1), die im Rahmen der auf Tuckey (1960,
1977) zuriickgehenden explorativen Datenanalyse entwickelt worden sind®®. Eine Zufallsva-
riable X hat dabei eine GH-Verteilung, X ~ GH, mit den reellwertigen Parametern®” a, b, g
und h > 0, falls fiir Z ~ N(0,1)

(3.4a) X =a+bk(Z),

wobel

e¥ —1 12
(3.4b) k(x)={ ¢
Xehx2/2 g:0

64 Diesen Bedarf betonen — wenn auch in anderen Anwendungskontexten (Versicherungsschiden bzw. Hedge-
fondsdaten) — auch Beirlant et al. (2001, 54) sowie Kassberger/Kiesel (2006, 473).

65 Die Verwendung der verallgemeinerten Paretoverteilung zur Reprisentation operationeller Verlusthdhen
jenseits eines Schwellenwerts hat eine weitere unliebsame Konsequenz. Zur Ermittlung des notwendigen Ri-
sikokapitals auf der Basis von (2.1), etwa im Rahmen einer Monte Carlo-Simulation, bendtigt man die Scha-
denhdhenverteilung auf ihrem gesamten Wertebereich. Man ist daher gezwungen, die Schadenhéhenvertei-
lung als Kombination einer Verteilung fiir kleine/mittlere Schadenhdhen (Verlusthdhen bis zum Schwellen-
wert) und einer verallgemeinerten Paretoverteilung zu konstruieren, vgl. hierzu etwa Nguyen/Ostmann (2005,
45). Formal fiihrt dies auf den Ansatz gespleiiter Verteilungen (splicing distributions), vgl. hierzu etwa
Klugman et al. (2004, 64 £.).

66 Eine eingehende Analyse der GH-Verteilung bietet insbesondere Hoaglin (1983).

67 Allgemeiner konnen die Parameter g und h auch Polynome in Z* sein. Fiir einige wenige Geschiftsfelder
bzw. Banken verwenden beispielsweise Dutta/Perry (2006) fiir h ein Polynom 3. Grades (was natiirlich die
Parameteranzahl deutlich erhoht). Mills (1995) verwendet — in einem anderen Finanzmarktkontext — fiir g
und h Polynome 2. Grades.
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Die Parameter g bzw. h steuern dabei die Schiefe bzw. die Kurtosis (und damit die heavy-

tailedness) der Verteilung.

Dutta/Perry (2006) analysieren Daten operationeller Verlusthdhen sowohl auf der Ebene der
Geschiftsfelder und der Ereigniskategorien gemal3 Basel II als auch auf der Gesamtbankebe-
ne. Nach ihren Analysen fiihrt die Verwendung der verallgemeinerten Paretoverteilung zur
Approximation der Verteilungsenden der Verlusthohenverteilung auf der einen Seite zwar zu
einer guten Anpassung, auf der anderen Seite jedoch zu unrealistisch hohen, sehr sensitiv auf
die Wahl des Schwellenwerts reagierende und nicht zwischen Geschéftsfeldern, Ereigniskate-
gorien und Banken konsistenten Werten fiir das notwendige Risikokapital. Die Untersuchung
von Dutta/Perry (2006) bestitigt damit nochmals nachdriicklich die vorstehend dargelegten

Probleme der Anwendung der Extremwerttheorie auf die Analyse operationeller Risiken.

Demgegeniiber erbrachte die Anwendung der GH-Verteilung sowohl einen sehr guten Fit
iiber den gesamten Realisationsbereich operationeller Verlusthohen als auch plausible und
konsistente Risikokapitalwerte. Damit erweist sich die GH-Verteilung als ein erster natiirli-

cher Kandidat fiir eine Benchmark-Verlusthohenverteilung im Bereich operationeller Risiken.

Der Grund fiir die hohe Anpassungsgiite®® der GH-Verteilung liegt darin, dass sie durch ge-
eignete Parameterwahl eine sehr grofle Varietdt von Verteilungen approximieren kann, wie
Martinez/Iglewicz (1984) zeigen. Dies gilt auch fiir gefdhrliche Verteilungen. Degen et al.
(2006) weisen in diesem Kontext insbesondere nach, dass die GH-Verteilung fiir g > 0 und
h >0 zu der Familie der subexponentiellen Verteilungen gehort, im Falle h > 0 sogar zu den
,besonders gefahrlichen® Vertretern, man vgl. hierzu jeweils den Anhang. Ferner weisen De-
gen et al. nach, dass, wenn die Verlusthdhenverteilung gut durch eine GH-Verteilung repri-
sentiert wird, dann die Konvergenzgeschwindigkeit gegen die verallgemeinerte Paretovertei-
lung auBlerordentlich gering ist. Dies liefert zugleich auf der theoretischen Ebene eine befrie-
digende Erklarung fiir die vorstehend konstatierten Probleme bei der Anwendung der EVT

auf den Bereich der operationellen Risiken.

Damit ist die Diskussion um die optimale Wahl einer Verlusthdhenverteilung fiir operationel-

le Risiken sicherlich noch nicht abgeschlossen. Zum einen weist auch die GH-Verteilung ei-

68 Auch im Bereich anderer Finanzmarktanwendungen finden sich Beispiele fiir eine hohe Anpassungsgiite der
GH-Verteilung bzw. weiterer Verteilungen der Tuckey-Familie. Man vgl. hierzu etwa Badrinath/Chatterjee
(1991), Dutta/Babbel (2005), Mills (1995) sowie Fischer et al. (2003).
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nige Probleme auf®®, zum anderen existieren weitere Schadenhdhen- bzw. Verlustverteilun-
gen, die in anderen Anwendungsfeldern diskutiert werden und ebenfalls darauf abzielen, den
gesamten Bereich der Schaden- bzw. Verlusthohenverteilung adédquat zu reprdsentieren. Hier-
zu gehort die verallgemeinerte Burr-Gamma-Verteilung, die fiir den Bereich der Schadenver-
sicherung von Beirlant et al. (2001) vorgeschlagen wurde, die Normal Inverse Gauss-
Verteilung, die im Bereich der Analyse von Hedgefonds-Daten”% und dem Pricing von Colla-
teralized Debt Obligations’! (CDOs) aktuell mit Erfolg eingesetzt wird sowie die schiefe ver-
allgemeinerte t-Verteilung 2. Art, die ebenfalls bei der Analyse von Finanzmarktdaten einge-

setzt wird72.

Legt man allerdings — wie beispielsweise Dutta/Perry (2006) dies tun — nicht nur Kriterien
wie hohe Anpassungsgiite und Flexibilitdt zugrunde, sondern auch Simplizitét, d.h. eine ein-
fache Anwendungsmdglichkeit in praxi (statistische Identifikation und Monte Carlo-
Simulation), so kommt man doch wieder auf die GH-Verteilung als relativ einfache’? Trans-

formation der Standardnormalverteilung zuriick.

Soweit zu unserer (etwas extensiveren) Diskussion iiber die Wahl einer geeigneten Verlustho-

henverteilung fiir operationelle Risiken.

Die abschlieBende Auswertung (inklusive Quantilbestimmung) der Gesamtschadenverteilung
(des Gesamtschadenprozesses), gegeben die Schadenzahlverteilung (den Schadenzahlprozess)
und die Schadenhéhenverteilung, erfolgt in der Literatur zu operationellen Risiken weit iiber-

wiegend im Wege einer Monte Carlo-Simulation.

Alternativ hierzu kann man die in Abschnitt 2.6 dargestellte Quantilapproximation (2.22) —
bzw. im Falle der Paretoverteilung (2.24) — fiir subexponentielle Verlusthohenverteilungen
anwenden. Dies wird von Bocker/Kliippelberg (2005) vorgeschlagen. Eine genauere Analyse

der Giite dieser Approximation im Kontext empirischer Anwendungen steht jedoch noch aus.

69 Zum einen kann die GH-Verteilung negative Werte annehmen, was inkonsistent zu einer Verlusthohenvertei-
lung ist. Zum anderen liefern Degen et al. (2006) Hinweise, die darauf hindeuten, dass in bestimmten (realis-
tischen) Parameterbereichen die GH-Verteilung zu nicht subadditiven Value at Risk-Werten fiihrt.

70 Vgl. Kassberger/Kiesel (2006).
71 Vgl. Kalemanova et al. (2007).
72 Vgl. etwa Grottke (2007) und Fischer et al. (2003).

73 Insbesondere ist die Funktion k(x) gemaB (3.2b) fiir h > 0 streng monoton steigend und damit invertierbar.
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3.3 Loss Distribution Approach: Multivariate Modelle

Basel II erlaubt — alternativ zur Addition der Risikokapitalien der einzelnen Risikozellen (Ge-
schiftsfeld/Ereigniskategorien) — den Ansatz von "Korrelationen". Zur Korrelationsproblema-
tik im Kontext operationeller Risiken bzw. allgemeiner zur Modellierung von Abhéngigkeiten
auf der Basis von Copulas vgl. etwa Bocker/Klppelberg (2006, 2007), Chavez-Demoulin et al.
(2006), Embrechts/Puccetti (2006) sowie Frachot et al. (2004).

Bocker/Kliippelberg (2007) weisen darauf hin, dass Standard-Copula-Ansétze problematisch
sind, da die zugrunde liegenden Verlustprozesse (zumindest im HPP-Fall) Lévy-Prozesse sind
und verwenden Lévy-Copulas zur simultanen Modellierung der operationellen Verlustanzah-

len und Verlusthohen.

Bocker/Kliippelberg (2007) weisen ferner nach, dass bei den in praxi gingigen Modellansat-
zen, bei denen nur die Abhingigkeiten der Schadenzahlen in den verschiedenen Zellen via
Korrelation oder Copulas modelliert werden, unterschiedliche Korrelationshdhen bzw. Copu-
las nicht zu wesentlich unterschiedlichen Risikokapitalanforderungen fiihren. Dies liefert so-

mit eine theoretische Begriindung fiir entsprechende Erfahrungen in der Praxis’4.

Andererseits kommen Dutta/Perry (2006) unter Verwendung der GH-Verteilung als Verlust-
hohenverteilung auf Basis der von ihnen berechneten Risikokapitalien einmal im unkorrelier-
ten Fall und einmal bei Summation iiber die Risikokapitalien pro Zelle zum Schluss, dass die-

se sich nicht wesentlich unterscheiden.
Alternativen zur Standardvorgehensweise bei Basel II erfordern aber auf jeden Fall sehr kom-
plexe Modellansitze.
4 Schlussbemerkungen
Im Rahmen der vorliegenden Ausarbeitung wurden zunéchst die konstitutiven Elemente der

kollektiven Risikotheorie, der Schadenzahlprozess, die Schadenhéhenverteilung sowie der

Gesamtschadenprozess eingehend erldutert. Besonderes Augenmerk wurde dann auf die Aus-

74 Vgl. etwa Aue/Kalkbrener (2006).
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wertung der Gesamtschadenverteilung, insbesondere die Bestimmung des Value at Risk ge-

legt.

Im Rahmen interner Modelle des operationellen Risikos lésst sich der Ansatz der kollektiven
Risikotheorie zumindest im Grundsatz nahtlos tlibertragen (Loss Distribution Approach). Neu-
ere Erkenntnisse im Rahmen des Loss Distribution Approach, dies betrifft beispielsweise die
Modellierung der Schadenhdhenverteilung durch GH-Verteilungen oder multivariate Ansétze,

lassen sich ihrerseits wiederum auf die Modellierung im Versicherungskontext iibertragen.



34

Anhang: Gefahrliche Verteilungen

Einfache Indikatoren fiir das Vorliegen einer gefahrlichen Verteilung einer Schadenhdhe X

beinhalten die Funktionalparameter Schiefe

_ E[(X-E(X))’]
o(X)’

(A.T) V(X)

und Kurtosis

_ B[(X-E(X))']
o(X)* '

(A.2) K(X)
Bei rechts- bzw. linksschiefen Verteilungen liegt mehr Masse rechts bzw. links vom Erwar-

tungswert als bei der Normalverteilung (y = 0).

Substanzielle Rechtsschiefe bei Verlustverteilungen ist ein erster Indikator fiir Geféhrlichkeit

(so weist etwa die nicht gefdhrliche Exponentialverteilung eine Schiefe in Héhe von y = 2

auf).

Die Normalverteilung besitzt eine Kurtosis von drei bzw. eine Exzess-Kurtosis k(X) — 3 von
null. Bei hoherer Excesskurtosis befindet sich mehr Masse an den Verteilungsenden und we-
niger Masse in der Verteilungsmitte als bei Normalverteilung. Dies wird in Abbildung A.1

illustriert’>.

75 In Anlehnung an Rachev et al. (2005, 55).
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0.7
Verteilung mit
0.6 — / Exzess-Kurtosis 7
0.5 —
Normalverteilung

Abbildung A.1: Exzess-Kurtosis relativ zur Normalverteilung

Beispielsweise ist die t-Verteilung symmetrisch wie die Normalverteilung, besitzt aber eine
hohere Kurtosis. Sie ist daher gefdhrlicher als die Normalverteilung. Andererseits besitzt die
Exponentialverteilung eine Exzess-Kurtosis von 6 und gilt als wenig geféhrlich. Hieraus ist
das Fazit zu ziehen, dass Schiefe und Kurtosis alleine zur Beurteilung der Gefdhrlichkeit einer
Verteilung nicht ausreichen und weitergehende Analysen daher erforderlich sind. Ein erster

diesbeziiglicher Ansatz besteht in der Betrachtung der Mean Excess Loss-Funktion.

Wir definieren hierzu fiir die (zufallsabhédngige) Schadenhdhe X die GrofB3e

(A.3) MEL(u) =MEL(u; X) =E(X—-u | X>u)

Diese GroBe quantifiziert die mittlere Hohe der Uberschreitung der vorgegebenen Verlustho-
he (threshold) u, gegeben (bedingt), dass u iiberschritten wird. Die GroBBe MEL wird als Mean

Excess oder Mean Excess Loss bezeichnet. Lasst man u variieren, so spricht man von Mean

Excess Function bzw. Mean Excess Loss Function.
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Der MEL bietet nun eine einfache Moglichkeit zur Unterscheidung von Light-, Medium- und
Heavy Tailed-Verteilungen (kurz: LT-, MT- und HT-Verteilungen). Man betrachtet dabei den
Grenzwert MEL (o0) von MEL(u) fiir u — oo. Es gilt dann:

LT 0
(A4) X ist {MT < MEL(w) = { const.
HT o

Fiir eine Reihe von Verteilungen enthdlt Mikosch (2004, 96) die entsprechenden MLE-
Funktionen. Diese werden in Anlehnung an Mikosch (2004, Figure 3.2.8) in Abbildung A.2

illustriert”6.
3.0
2.5 Weibull: tau < 1
Lognormal
2.0
e(u) 1.5—
Gamma: alpha > 1
1.0—
Exponential
0.5—
Weibull: tau> 1
0.0—
| | | | | |
0 2 4 u 6 8 10

Abbildung A.2: Mean Excess Loss (Beispiele)

Gemil (A.4) zdhlen daher die Weibull (1 < 1)-, die Lognormal- und die Paretoverteilung zu
den HT-Verteilungen, wohingegen die Exponential-, die Gamma (o > 1)-Verteilung sowie die

Weibull (t > 1)-Verteilung zu den MT-Verteilungen gehoren””.

76 zur entsprechenden Spezifikation der benutzten Parametrisierungen vgl. ebenfalls Mikosch (2004, 96).

77 Generell gelangt man durch den Ubergang von X zu exp(X) bei Lognormal- (Basis: Normalverteilung), Pare-
to- (Basis: Exponentialverteilung) sowie auch bei der Loggamma-Verteilung (Basis: Gammaverteilung) von
einer MT- zu einer HT-Verteilung.
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Offenbar erfolgt die Konvergenz der MLE-Funktion gegen co aber mit unterschiedlicher Ge-
schwindigkeit, so dass hinsichtlich einer Gefahrlichkeitsordnung innerhalb der HT-
Verteilungen z.B. festgehalten werden kann, dass die Paretoverteilung gefdhrlicher ist als die

Lognormal- bzw. die Weibull (t < 1)-Verteilung.

Dies zeigt sich auch daran, dass die Lognormalverteilung durchwegs endliche Momente be-
sitzt, wohingegen das n-te Moment der Paretoverteilung nur existiert, wenn o > n. Insofern
werden Lognormal- und Weibullverteilung auch als moderately heavy tailed bzw. medium

heavy tailed bezeichnet.

Als Beispiel betrachten wir die (Nullpunkt-)Paretoverteilung (2.23) des Hauptteils mit Tailpa-

rameter o > 0 und Skalenparameter b > 0. Hier gilt:

b n

(1)

(A.3) E(X") = fn<a.

Ein Problem’8 des MEL-Ansatzes besteht darin, dass die empirische Schitzfunktion fiir den
MEL sehr empfindlich auf Datendnderungen am Verteilungsende reagiert, was sich auch bei
Simulationen des MEL bestitigt. Als Alternative hierzu bietet es sich an, robuste Varianten

wie etwa den Median Excess zu betrachten.

Eine generelle mathematische Charakterisierung von Zufallsvariablen X > 0 mit einer ,,ge-
fahrlichen Verteilung* erlaubt schlieBlich der Vergleich der Verteilungsenden der Summe S,
=X+ ... + X, und des Maximums M, = max{Xj, i =1, ..., n} einer Folge Xi, ..., X, ... von

unabhingigen und nach X verteilten ZufallsgroBen.
Subexponentielle Verteilungen sind dann charakterisiert durch die Eigenschaft

PS, >x) PX, +..+X >Xx)

= =1 firalle n>2.
x> P(M, >x) P[max(X,,...,X,) > x]

(A4)

78 vgl. Mikosch (2004, S. 94 ff))
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Intuitiv wird somit das Verteilungsende der Summe im Wesentlichen bestimmt durch das
Verteilungsende des Maximums. Hohe Werte von S, sind im Wesentlichen bedingt durch

einen hohen Verlust und weniger durch die Akkumulation vieler kleiner Verluste.

Subexponentielle Verteilungen bilden eine allgemeine Verteilungsklasse von geféhrlichen

Verteilungen. Sie besitzen insbesondere die Eigenschaft

F(x)

(A-3) exp(—ex)

— o f.x > undalleg >0,

d.h., l_7(x) =1-F(x) klingt langsamer ab als exp(—¢x) fiir alle € > 0. Das rechte Verteilungsen-
de nimmt somit langsamer ab als jedes exponentielle Verteilungsende. Dies impliziert, dass
sich auch sehr groBe Werte (Schiden, Verluste) mit einer nicht vernachldssigbaren Wahr-
scheinlichkeit realisieren konnen. Subexponentielle Verteilungen sind damit natiirliche Kan-
didaten fiir die Modellierung von Situationen, wo — im Vergleich zum Mittelwert — extrem

grof3e Realisationen auftreten kdnnen.

Eine "besonders gefihrliche" Unterklasse der subexponentiellen Verteilungen sind Zufallsva-

riable mit regular variierendem Verteilungsende (regularly varying tail).

Intuitiv gilt
(A.6) P(X>x)=Lf) f.x>0,
X

wobei a > 0 den Tail Index bezeichnet und L(x) eine langsam variierende Funktion (in unend-
lich) ist. Typische Beispiele fiir langsam variierende Funktionen sind etwa Logarithmen. Fiir
eine prizise mathematische Formulierung vgl. etwa Embrechts et al. (1997, S. 564 {f.) sowie

Mikosch (2004, S. 105 ff.).

Beispiele fiir regulér variierende Verteilungen sind Pareto-, Loggamma- und a-stabile Vertei-

lungen. Bei gegebenem Tailindex a gilt die Eigenschaft
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f.n>a

(A7) E(X") :{ *

<o f.n<a.

Ein Tail-Index a < 2 impliziert somit insbeosndere, dass die Zufallsgrof3e eine unendlich gro-

Be Varianz aufweist.

Lehrbuchdarstellungen subexponentieller Verteilungen enthalten Embrechts et al. (1997, 39
ff.) sowie Mikosch (2004, 109 f¥).
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